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In der Teilchenphysik werden die fundamentalen Wechselwirkungen zwischen den
Elementarteilchen, mit Ausnahme der Gravitation, im Rahmen des Standardmo-
dells betrachtet. Dieses liefert eine quantenfeldtheoretische Beschreibung der elek-
tromagnetischen, der schwachen und der starken Wechselwirkung. In den vergan-
genen Jahrzehnten wurde das Standardmodell in vielen Experimenten getestet und
hat sich als ein a¨ußerst erfolgreiches theoretisches Modell erwiesen. Pra¨zisionsmes-
sungen konnten sowohl die theoretischen Vorhersagen in den bisher experimentell
zuga¨nglichen Energiebereichen besta¨tigen als auch die Parameter des Modells mit
großer Genauigkeit bestimmen. Die Genauigkeit der Experimente verlangt auch auf
theoretischer Seite immer bessere Vorhersagen.
Von besonderem Interesse sind heute neben der Suche nach dem noch nicht entdeck-
ten Higgs-Boson mo¨gliche Erweiterungen des Standardmodells bzw. die Betrachtung
des Standardmodells als Niederenergielimes einer zugrunde liegenden Theorie, die
ggf. auch die Gravitation mit einschließt. Viele neue Effekte dieser Erweiterungs-
modelle werden erst bei Energien, die weit oberhalb des experimentell zuga¨nglichen
Bereichs liegen, relevant. Aber sie a¨ußern sich bereits im Niederenergiebereich durch
kleine Korrekturen zu den Standardmodellvorhersagen. Bei den Pra¨zisionsmessun-
gen an ku¨nftigen Teilchenbeschleunigern hofft man insbesondere, solche Abweichun-
gen sehen zu ko¨nnen.
Die elektroschwache Wechselwirkung wird durch das masselose Photon und die
massiven W - und Z-Bosonen (MW ≈ 80GeV, MZ ≈ 91GeV) vermittelt. Diese
Wechselwirkung wurde experimentell von sehr niedrigen Energieskalen bis hin zu
Energieskalen im Bereich der W - und Z-Masse untersucht. Der LEP-Beschleuniger
am CERN erreichte vor seiner Abschaltung eine maximale Schwerpunktsenergie
der Elektron-Positron-Kollisionen von etwa 210 GeV. Das Tevatron am Fermilab
beschleunigt Protonen und Antiprotonen bis etwa 2 TeV. Jedoch geht bei einem
Hadron-Beschleuniger nur ein Teil dieser Energie in die jeweilige harte Streureak-
tion ein. Bei diesen Experimenten liegen die Impulsu¨bertra¨ge der elektroschwachen
Prozesse noch in der Gro¨ßenordnung von MW und MZ .
Zuku¨nftige bzw. geplante Elektron-Positron-Linearbeschleuniger wie der Inter-
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national Linear Collider (ILC) mit Energien weit u¨ber den Eichboson-Massen und
Hadron-Beschleuniger wie der LHC mit einer Schwerpunktsenergie von 14 TeV ero¨ff-
nen den Zugang zu einem neuen Energiebereich. In exklusiven Prozessen, d.h. mit
Endzusta¨nden ohne zusa¨tzliche Abstrahlung von reellen Eichbosonen, werden bei
hohen Impulsu¨bertra¨gen doppelt-logarithmische Korrekturen, sogenannte Sudakov-
Logarithmen relevant. Diese ru¨hren vom Austausch virtueller Eichbosonen her und
wurden zuerst von Sudakov [1] in der Quantenelektrodynamik untersucht.
In den Strahlungskorrekturen zu exklusiven Prozessen mit Eichbosonen der MasseM
bei hohen Impulsu¨bertra¨gen
√
s erha¨lt man Potenzen des Logarithmus ln(s/M2).
Terme der Ordnung M2/s werden im Hochenergielimes vernachla¨ssigt. Die Na¨he-
rung der fu¨hrenden Logarithmen (LL = leading logarithmic) umfasst in jeder Ord-
nung αn der Sto¨rungstheorie die Terme mit den ho¨chsten Logarithmen-Potenzen,
αn ln2n(s/M2). Weitere Na¨herungen schließen die na¨chstfu¨hrenden Logarithmen
αn ln2n−1(s/M2) (NLL = next-to-leading logarithmic), die na¨chstna¨chstfu¨hrenden
Logarithmen αn ln2n−2(s/M2) (NNLL = next-to-next-to-leading logarithmic) usw.
mit ein. Im Limes s→∞ stellen die fu¨hrenden Logarithmen den gro¨ßten Beitrag zu
den Strahlungskorrekturen dar. Die pha¨nomenologische Untersuchung von Sudakov-
Logarithmen in Bezug auf elektroschwache Prozesse bei hohen Energien hat in den
vergangenen Jahren ein deutliches Interesse erfahren [2–28].
In bisherigen Arbeiten wurden der Formfaktor eines abelschen Vektorstroms, die
Vierfermionamplitude sowie Wirkungsquerschnitte fu¨r massive abelsche und nicht-
abelsche Theorien in LL-, NLL- und NNLL-Na¨herung berechnet [4–7, 22]. Bei den
experimentell relevanten Energien im TeV-Bereich spielen jedoch auch die darauf-
folgenden Terme der Entwicklung in Logarithmenpotenzen eine wichtige Rolle. Fu¨r
Pra¨zisionsergebnisse ist die Kenntnis aller logarithmischen Terme im Hochenergie-
limes erforderlich.
Die vorliegende Arbeit befasst sich mit abelschen und nichtabelschen Zweischleifen-
korrekturen zum Formfaktor eines abelschen Vektorstroms. Diese Ergebnisse werden
mit Hilfe von Evolutionsgleichungen zur Vierfermionamplitude kombiniert und zur
Berechnung von Korrekturen zu elektroschwachen Wirkungsquerschnitten von Vier-
fermionprozessen f f¯ → f ′f¯ ′ verwendet. Die Ergebnisse der Arbeit wurden in Zusam-
menarbeit mit Johann H. Ku¨hn, Sven Moch, Alexander A. Penin und Vladimir A.
Smirnov erzielt und teilweise in [23, 24, 28] vero¨ffentlicht1 bzw. zur Vero¨ffentlichung
eingereicht, weitere Vero¨ffentlichungen sind in Vorbereitung.
Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: Zuna¨chst werden in Kapitel 1 die Grundlagen der
Rechnungen vorgestellt: das Standardmodell und das in dieser Arbeit verwendete
SU(2)× U(1)-Modell, die Behandlung elektroschwacher Strahlungskorrekturen, die
1Der Name des Autors hat sich durch Heirat von B. Feucht nach B. Jantzen gea¨ndert, so dass
nun Vero¨ffentlichungen unter beiden Namen vorliegen.
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Sudakov-Logarithmen in der Vierfermionamplitude, der Formfaktor des abelschen
Vektorstroms und die spa¨ter beno¨tigten Einschleifenergebnisse.
Danach folgen drei Kapitel, in denen verschiedene Beitra¨ge zum SU(2)-Formfaktor
vorgestellt und berechnet werden: in Kapitel 2 die Beitra¨ge aus Fermionschleifen und
Schleifen skalarer Teilchen, in Kapitel 3 die abelschen Beitra¨ge, die auch in einem
reinen U(1)-Modell vorkommen, und in Kapitel 4 Beitra¨ge aus der nichtabelschen
SU(2)-Gruppenstruktur sowie die Higgs-Beitra¨ge.
Kapitel 5 kombiniert die schwache SU(2)-Wechselwirkung mit der U(1)-Wechsel-
wirkung der Hyperladung, zeigt die Faktorisierung der infraroten Singularita¨ten
und erla¨utert eine Mo¨glichkeit zur Berechnung des Formfaktors mit massiven und
masselosen Eichbosonen durch die Auswertung von Korrekturen mit rein massiven
Bosonen.
Abschließend u¨bertra¨gt Kapitel 6 die Ergebnisse fu¨r den Formfaktor auf die Vier-
fermionamplitude im elektroschwachen Standardmodell, diskutiert die Ergebnisse
fu¨r Wirkungsquerschnitte von Vierfermionprozessen und fasst die Resultate dieser
Arbeit zusammen.
Im Anhang A sind die Feynman-Regeln des SU(2) × U(1)-Modells mit spontaner
Symmetriebrechung angegeben. Anhang B erla¨utert die in dieser Arbeit verwende-
ten mathematischen Funktionen und Konstanten. Anhang C geht auf Methoden ein,
die fu¨r die Auswertung der Schleifenintegrale zur Anwendung kommen. Die Ergeb-
nisse der einzelnen skalaren Integrale aus den Kapiteln 3 und 4 sind im Anhang D
aufgelistet. Das Literaturverzeichnis und die Danksagung finden sich am Ende der






In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen der vorliegenden Arbeit
erla¨utert. Am Beginn steht eine Beschreibung der fu¨r diese Arbeit relevanten Aspek-
te des Standardmodells. Der nachfolgende Abschnitt behandelt das fu¨r die Rech-
nungen verwendete SU(2) × U(1)-Modell. Abschnitt 1.3 geht auf die Behandlung
von elektroschwachen Strahlungskorrekturen ein. Abschnitt 1.4 erla¨utert das ver-
wendete Renormierungsschema. In Abschnitt 1.5 werden Sudakov-Logarithmen in
der Vierfermionstreuung, die Vierfermionamplitude und der Formfaktor betrachtet.
Das Kapitel schließt mit einer Zusammenstellung der fu¨r die weiteren Rechnungen
relevanten Einschleifenergebnisse.
1.1 Das Standardmodell und die elektroschwache
Wechselwirkung
Das Standardmodell der Teilchenphysik beschreibt die fundamentalen Wechselwir-
kungen zwischen den Elementarteilchen (siehe z.B. [29–32]). Dazu geho¨ren die elek-
tromagnetische, die schwache und die starke Wechselwirkung. Die Gravitation ist
im Standardmodell nicht enthalten. Auf die Theorie der Quantenchromodynamik
(QCD) fu¨r die starke Wechselwirkung soll hier nicht eingegangen werden, da bei der
vorliegenden Arbeit nur elektroschwache Effekte beru¨cksichtigt werden.
Das Modell von Glashow [33], Salam [34] und Weinberg [35] vereinigt elektroma-
gnetische und schwache Wechselwirkung zur elektroschwachen Wechselwirkung. Die
11
Kapitel 1. Elektroschwache Strahlungskorrekturen bei hohen Energien
Fermionen dieses Modells sind in 3 Familien von Leptonen und 3 Familien von
Quarks angeordnet. Sie sind Spin- 1
2
-Teilchen, ihre Helizita¨t (Projektion des Spins









annehmen. Bezu¨glich der schwachen Wechselwirkung werden die linksha¨ndigen Lep-
tonen jeder Familie i (lLi und zugeho¨riges Neutrino ν
L
i ) und die linksha¨ndigen Quarks
(uLi und d
L




















mit Isospin 0 befinden. Dies ermo¨glicht die unterschiedliche Kopplung der schwachen
Wechselwirkung an links- und rechtsha¨ndige Fermionen. Rechtsha¨ndige Neutrinos
sind urspru¨nglich im Standardmodell nicht enthalten, ko¨nnen aber beispielsweise
als zusa¨tzliche Isospin-Singletts eingefu¨hrt werden. Insgesamt beinhaltet das Modell
































R, µR, τR ; uRi = u
R, cR, tR ; dRi = d
R, sR, bR .
Die Symmetriegruppe der elektroschwachen Wechselwirkung ist SU(2)W × U(1)Y .
Generatoren der SU(2)W -Symmetrie sind die Komponenten I
a
W (a = 1, 2, 3) des
schwachen Isospins. Fu¨r die Dubletts gilt IaW =
1
2
σa mit den Pauli-Matrizen σa. Fu¨r
die Singletts ist IaW = 0.
Zur U(1)Y -Gruppe geho¨rt der Generator Y mit der Hyperladung als Quanten-
zahl. Die Hyperladung ha¨ngt mit der Komponente I3W des Isospins und der elektri-
schen Ladung Q (in Einheiten der Elementarladung) u¨ber die Gell-Mann-Nishijima-
Relation




zusammen. Die Quantenzahlen der elektroschwachen Wechselwirkung sind in Tabel-
le 1.1 dargestellt. Zudem gibt es jedes Quark in 3 Farben, zwischen denen die starke
Wechselwirkung transformiert. Die Generatoren der elektroschwachen Wechselwir-
kung sind diagonal im Farbraum, so dass die Farben lediglich bei der Anzahl der
Fermionen beru¨cksichtigt werden mu¨ssen.
Die kinetische Lagrange-Dichte L = ψ¯ i/∂ ψ eines Fermion-Dubletts oder -Singletts ψ
ist unter einer globalen SU(2)W × U(1)Y -Transformation invariant. Fu¨r die Invari-
anz unter einer lokalen, d.h. ortsabha¨ngigen Transformation wird die gewo¨hnliche
12
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Familie Quantenzahlen



















eR µR τR 0 −1 −1




















Tabelle 1.1: Standardmodell-Fermionen mit Quantenzahlen
Ableitung ∂µ durch die kovariante Ableitung Dµ ersetzt:




Die Transformation der Eichfelder W aµ und Bµ gewa¨hrleistet die lokale SU(2)W ×
U(1)Y -Eichsymmetrie der Lagrange-Dichte. Die kinetische Lagrange-Dichte der Fer-
mionen im Standardmodell lautet:
Lf = L¯Li i /D LLi + Q¯Li i /DQLi + l¯Ri i /D lRi + u¯Ri i /D uRi + d¯Ri i /D dRi . (1.3)
Die Eichbosonen W a und B vermitteln die elektroschwache Wechselwirkung. Sie









W aµν = ∂µW
a
ν − ∂νW aµ + g fabcW bµW cν , Bµν = ∂µBν − ∂νBµ , (1.5)
wobei fabc = εabc die SU(2)-Strukturkonstanten sind. Die Kopplung der Eichbosonen
an die Fermionfelder geschieht u¨ber die kovariante Ableitung (1.2) in der Lagrange-
Dichte (1.3) und wird durch die Kopplungskonstanten g und g′ bestimmt.
Die Massen der Eichbosonen und Fermionen werden im Standardmodell u¨ber den
Higgs-Mechanismus eingefu¨hrt. Das Higgs-Feld Φ ist ein SU(2)W -Dublett komple-
xer Skalarfelder mit Isospin 1
2
und Hyperladung YΦ = 1. Durch ein Higgs-Potential,
dessen Minimum bei Φ 6= 0 liegt, erha¨lt eine Komponente des Higgs-Dubletts
einen endlichen Vakuumerwartungswert. Dies fu¨hrt zur spontanen Brechung der
13
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SU(2)W × U(1)Y -Symmetrie, da der Vakuumerwartungswert nur unter der U(1)em-
Symmetrie invariant bleibt, deren Generator die elektrische Ladung Q ist.
Die kinetische Energie des Higgs-Dubletts lautet (DµΦ)
†(DµΦ) mit der kovarianten
Ableitung (1.2). Dadurch koppelt das Higgs-Dublett an die Eichbosonen, so dass
der Vakuumerwartungswert zu Massentermen fu¨r die Eichbosonen in der Lagrange-
Dichte fu¨hrt. Weil das Higgs-Dublett sowohl an die SU(2)W -Eichbosonen als auch
an das U(1)Y -Eichboson koppelt, mischen diese. Masseneigenzusta¨nde sind das mas-
selose Photon sowie die massiven Eichbosonen W± und Z mit
MW = MZ cos θW , (1.6)
wobei θW der schwache Mischungswinkel ist, der auch die SU(2)W - und U(1)Y -




= g sin θW = g
′ cos θW . (1.7)
Die Fermionen erhalten ihre Massen im Standardmodell durch SU(2)W × U(1)Y -
invariante Yukawa-Kopplungen des Higgs-Dubletts an die Fermionfelder.
1.2 Ein SU(2)× U(1)-Modell ohne Mischung
Die Berechnung von Strahlungskorrekturen im Rahmen der elektroschwachen Wech-
selwirkung wird insbesondere durch die Vielzahl von verschiedenen Massen er-
schwert. Allein bei den Eichbosonen gibt es das masselose Photon sowie die schweren
Eichbosonen W und Z mit a¨hnlicher, aber verschiedener Masse.
Um Zweischleifenvorhersagen zu ermo¨glichen, arbeiten wir in einem vereinfachten
Modell, in dem alle schweren Eichbosonen die gleiche Masse MW = MZ ≡ M be-
sitzen. Dies kann im Rahmen des Higgs-Mechanismus erreicht werden, wenn die
Eichbosonen der verschiedenen Symmetriegruppen nicht mischen. Deshalb betrach-
ten wir ein Higgs-Dublett mit Hyperladung YΦ = 0, das nur an die schwachen
Eichbosonen W a, nicht aber an das U(1)-Eichboson B koppelt.
Die folgende Beschreibung des SU(2)×U(1)-Modells entspricht in weiten Teilen dem
Standardmodell. Der Unterschied zum Standardmodell liegt vor allem in den Mas-
seneigenzusta¨nden der Eichbosonen. Dies wird am Ende dieses Abschnitts nochmals
Thema sein. Zuna¨chst wird die Lagrangedichte des Modells detailliert beschrieben.
Der kinetische Term der Eichbosonen in der Lagrange-Dichte ist weiterhin durch
Gl. (1.4) gegeben. Dieser entha¨lt auch die Selbstkopplungen der Eichbosonen. Der
14
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kinetische Term von allgemein nf linksha¨ndigen Fermion-Dubletts in der fundamen-







mit der kovarianten Ableitung




liefert die Kopplungen zwischen Eichbosonen und Fermionen. Dabei sind die ta (a =
1, 2, 3) die SU(2)-Generatoren in der fundamentalen Darstellung mit der Lie-Algebra
[ta, tb] = i fabc tc, wobei die fabc die Strukturkonstanten der Gruppe und zugleich (bis
auf einen Faktor i) die Generatoren der adjungierten Darstellung sind. Allgemein
gilt
tata = CF 1 , f
acdf bcd = CA δ
ab , Tr(tatb) = TF δ
ab , (1.10)
mit dem Einheitsoperator 1 und den Casimir-Operatoren CF und CA der funda-
















Indem man anstelle der speziellen SU(2)-Generatoren 1
2
σa die allgemeineren SU(N)-
Generatoren ta und die daraus resultierenden Farbfaktoren mit CF , CA und TF
benutzt, kann man die Beitra¨ge zu den Strahlungskorrekturen nach verschiedenen
Farbfaktoren trennen sowie die Rechnungen auf eine abelsche U(1)-Gruppe mit
CF = 1 , CA = 0 , TF = 1 (1.13)
u¨bertragen.
In der kovarianten Ableitung (1.9) muss fu¨r Y die U(1)-Hyperladung des jeweiligen
Fermion-Dubletts entsprechend der Tabelle 1.1 eingesetzt werden. Zusa¨tzlich wer-
den kinetische Terme fu¨r die rechtsha¨ndigen Fermion-Singletts entsprechend (1.3)
eingefu¨hrt, die nur Kopplungen an das B-Feld enthalten.
Das Higgs-Feld ist ein komplexes skalares Dublett in der fundamentalen Darstellung
der SU(2) und wird durch die Lagrange-Dichte
LH = (DµΦ)†(DµΦ)− V (Φ) , (1.14)
15
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, λ, v > 0 , (1.15)
beschrieben. Das Minimum des Higgs-Potentials liegt bei Φ†Φ = v2/2, so dass das









gewa¨hlt wird. Die Entwicklung des Higgs-Dubletts um den Vakuumerwartungswert



















mit dem reellen, physikalischen Higgs-FeldH und den reellen Goldstone-Bosonen φa.
Dies ist auch im Fall eines U(1)-Higgs-Modells mo¨glich, kann aber nicht allgemein auf
SU(N)-Modelle u¨bertragen werden. Die Felder φa sind unphysikalische Freiheitsgra-
de, die unter Ausnutzung der SU(2)-Symmetrie wegtransformiert werden ko¨nnen.
Sie mu¨ssen aber je nach der gewa¨hlten Eichfixierung (siehe unten) beru¨cksichtigt
werden.
Neben den Kopplungen zwischen den Feldern entha¨lt die Lagrange-Dichte (1.14)
auch Massenterme fu¨r das physikalische Higgs-Feld und fu¨r die SU(2)-Eichbosonen:
MH = λv , M ≡MW = gv
2
. (1.18)
Das B-Feld bleibt masselos. Dies ist der Unterschied zum Standardmodell, in dem
die Felder W 3 und B die Masseneigenzusta¨nde Z und Photon bilden.
Die Eichfixierung wird entsprechend der Klasse der Rξ-Eichungen durch den Zusatz-
term









in der Lagrange-Dichte erreicht. Mit der BRST-Symmetrie [36–38] kann gezeigt wer-
den, dass physikalische Ergebnisse wie S-Matrixelemente nicht von der Wahl des
Parameters ξ abha¨ngen. Der Eichfixierungsterm (1.19) gibt den unphysikalischen
Goldstone-Bosonen φa die Masse
√
ξM . Die Eichabha¨ngigkeit von Lfix erzwingt die



















1.3 Strahlungskorrekturen und IR-Divergenzen
Wie die Goldstone-Bosonen haben die Geistfelder die Masse
√
ξM . Im Hochener-
gielimes (siehe Abschnitt 1.5) werden die Massen der Fermionen vernachla¨ssigt, so
dass auf die Einfu¨hrung der Yukawa-Kopplungen hier verzichtet wird.
Aus der Lagrange-Dichte erha¨lt man die Feynman-Regeln, die im Anhang A zu-
sammengestellt sind. In dieser Arbeit wird ausschließlich in der Feynman-’t Hooft-
Eichung mit ξ = 1 gearbeitet, in der die Eichbosonpropagatoren eine besonders
einfache Form haben.
Dieses SU(2) × U(1)-Modell ist dem Standardmodell sehr a¨hnlich. Ungewo¨hnlich
ist, dass hier mit den SU(2)-Eichbosonen W 1, W 2 und W 3 sowie mit dem U(1)-
Eichboson B gerechnet wird anstatt mit W±, Z und dem Photon. Dies vereinfacht
die Rechnungen erheblich, denn anstelle von einzelnen, verschiedenen Eichbosonen
braucht neben dem U(1)-Eichboson B nur das SU(2)-Triplett W a in der adjungier-
ten Darstellung betrachtet zu werden.
Durch die Vernachla¨ssigung der Mischung zwischen den beiden Eichgruppen wird
ein relativer Fehler in der Gro¨ßenordnung von sin2 θW ≈ 0,2 gemacht. Dieser wird
bei der Zusammenfassung der Ergebnisse in Kapitel 6 diskutiert.
1.3 Strahlungskorrekturen und IR-Divergenzen
Das Standardmodell erlaubt die Beschreibung von Prozessen, die in der Teilchen-
physik eine Rolle spielen. In dieser Arbeit wird die Vernichtung eines Fermion-
Antifermion-Paares unter Erzeugung eines anderen Fermion-Antifermion-Paares
betrachtet. In der Born-Na¨herung la¨sst sich dieser Vierfermionprozess mit dem
Feynman-Diagramm in Abb. 1.1 darstellen, bei dem die elektroschwache Wechsel-






Abbildung 1.1: Born-Na¨herung des Vierfermionprozesses f f¯ → f ′f¯ ′
Die Feynman-Regeln fu¨r dieses Diagramm liest man aus der Lagrange-Dichte des
Standardmodells bzw. fu¨r diese Arbeit des SU(2)×U(1)-Modells (siehe Anhang A)
ab. Aus der Born-Na¨herung erha¨lt man einen Wert fu¨r den Wirkungsquerschnitt die-
ses Prozesses, der fu¨r viele Zwecke bereits ausreicht. Dazu geho¨ren: die Abscha¨tzung
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der Gro¨ßenordnung, mit denen Teilprozesse zum Gesamtergebnis beitragen; die gro-
be experimentelle U¨berpru¨fung der theoretischen Vorhersagen und der Relationen
zwischen den Parametern des Modells; die Abscha¨tzung des Hintergrunds einer Mes-
sung.
Um aber Parameter des Modells mit mo¨glichst großer Genauigkeit bestimmen oder
die Vorhersagen von Modellen ausschließen zu ko¨nnen, muss man Pra¨zisionsmes-
sungen durchfu¨hren. Dazu ist sowohl auf experimenteller wie auf theoretischer Seite
eine hohe Genauigkeit der Ergebnisse no¨tig. Die Pra¨zisionstests der vergangenen
Jahrzehnte haben das Standardmodell im experimentell zuga¨nglichen Energiebereich
eindrucksvoll besta¨tigt. Eine der heutigen Herausforderungen der Hochenergiephy-
sik besteht in der Suche nach kleinsten Abweichungen der experimentellen Ergeb-
nisse von Vorhersagen des Standardmodells, um daraus z.B. etwas u¨ber mo¨gliche
Standardmodell-Erweiterungen zu lernen.
Es gibt verschiedene Ansa¨tze, die auf der Basis des Standardmodells u¨ber die
Genauigkeit der Born-Na¨herung hinausgehen. Dazu geho¨ren neben der Sto¨rungs-
theorie, die im Folgenden erla¨utert wird, auch nichtperturbative Methoden und
Gitterrechnungen. In sto¨rungstheoretischen Rechnungen betrachtet man die Wech-
selwirkungsterme in der Lagrange-Dichte als kleine Sto¨rungen und entwickelt die
Ergebnisse in Potenzen der Kopplungskonstanten. Dies fu¨hrt zu einer Serie von





Schleifen“ geho¨ren. In dieser Arbeit wird













In ho¨heren Ordnungen der Sto¨rungstheorie kommt mit jeder Schleife durch zusa¨tzli-
che Vertizes ein Faktor α oder α′ hinzu. Diese ho¨heren Ordnungen der Sto¨rungstheo-
rie stellen Korrekturen zum Born-Term dar. Elektroschwache Einschleifenkorrektu-
ren wurden ausgiebig untersucht; fu¨r Ergebnisse dazu wird z.B. auf [39] verwiesen.
Die Eichbosonen des elektroschwachen Standardmodells sind das masselose Photon
und die massiven Bosonen W± und Z. Dem entsprechen im SU(2) × U(1)-Modell
dieser Arbeit das masselose Hyperladungs-Eichboson B und die massiven SU(2)-
Bosonen W a. Alle Eichbosonen ko¨nnen als reelle Teilchen im Endzustand der Reak-
tion abgestrahlt werden oder in virtuellen Korrekturen auftreten.
Bei einem masselosen Eichboson wie dem Photon ist die reelle Abstrahlung fu¨r sich
allein betrachtet divergent. Infrarote (IR) Divergenzen ko¨nnen aus Phasenraumbe-
reichen kommen, in denen das Photon weich (
”
soft“) ist, also sein Impuls verschwin-
det. Oder es treten kollineare Divergenzen in Phasenraumbereichen auf, in denen
das Photon mit einem der anderen Teilchen im Anfangs- oder Endzustand kollinear
ist. Da ein Teilchendetektor nur eine endliche Energieauflo¨sung hat, kann er weiche
18
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Photonen mit einer Energie unterhalb einer bestimmten Schwelle nicht wahrneh-
men. Die IR-Singularita¨ten kommen also von unbeobachtbaren Photonen. Auch der
exklusive Prozess ohne zusa¨tzliche Photonen im Endzustand, bei dem nur virtuelle
Korrekturen durch Photonen beru¨cksichtigt werden, besitzt infrarote und kollinea-
re Singularita¨ten. Nach dem Theorem von Kinoshita, Lee und Nauenberg [40, 41]
sind jedoch inklusive Observablen IR-endlich. Diese beru¨cksichtigen sowohl reelle
als auch virtuelle Korrekturen. Die Divergenzen aus reellen und virtuellen Beitra¨gen
kompensieren sich. Nur die Summe beider Beitra¨ge stellt eine physikalische Obser-
vable dar.
Abgestrahlte massive Eichbosonen wieW und Z (bzw. ihre Zerfallsprodukte) ko¨nnen
jedoch aufgrund ihrer endlichen Masse auch dann im Detektor beobachtet werden,
wenn ihre kinetische Energie verschwindet. Die reelle Abstrahlung und die virtuellen
Korrekturen besitzen jeweils separat keine IR-Singularita¨ten. Bei massiven Eich-
bosonen ko¨nnen also exklusive Prozesse mit rein virtuellen Korrekturen getrennt
betrachtet werden. Diese exklusiven Observablen enthalten im Grenzfall großer Im-
pulsu¨bertra¨ge
√
s≫M Potenzen des Logarithmus ln(s/M2), in den das Verha¨ltnis
zwischen s und dem Quadrat der Eichboson-Masse M eingeht.
Die Massen der W - und Z-Bosonen (MW ≈ 80GeV, MZ ≈ 91GeV) liegen in der
Gro¨ßenordnung heute erreichbarer Energien bei Elektron-Positron-Beschleunigern.
Solange sich die Schwerpunktsenergie eines Streuprozesses unterhalb der Eichboson-
Massen befindet, tragen Korrekturen mit virtuellen W - und Z-Bosonen nur wenig
zur Streuamplitude bei. Wenn aber die Impulsu¨bertra¨ge weit u¨ber den Massen der
Eichbosonen liegen, also im TeV-Bereich wie beim Large Hadron Collider (LHC)
oder beim geplanten internationalen e+e−-Linearbeschleuniger (ILC), dann treten
neue Effekte auf, die mit zunehmender Energie dominant werden. Im Limes s ≫
M2W,Z bestimmen die Potenzen von ln(s/M
2
W,Z) das Verhalten der Observablen.
1.4 Renormierung
Neben IR-Singularita¨ten ko¨nnen Strahlungskorrekturen auch ultraviolette (UV) Di-
vergenzen produzieren. Diese kommen aus den Integrationsbereichen großer Schlei-
fenimpulse. UV-Divergenzen ko¨nnen systematisch durch die Renormierung in die
Parameter des Modells absorbiert werden. Die Renormierung stellt die Zusam-
menha¨nge her zwischen den
”
nackten“ Parametern aus der Lagrange-Dichte und
den physikalischen Gro¨ßen, die im Experiment gemessen werden ko¨nnen und ge-
genu¨ber den nackten Parametern UV-divergente Strahlungskorrekturen erfahren.
Grundsa¨tzlich ko¨nnen die Strahlungskorrekturen entweder mit der nackten
Lagrange-Dichte berechnet und die nackten Parameter anschließend auf die phy-
sikalischen Gro¨ßen transformiert werden. Oder man betrachtet eine renormierte
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Lagrange-Dichte, die neben den physikalischen Gro¨ßen sogenannte Counterterme
entha¨lt, welche die UV-Divergenzen kompensieren. In dieser Arbeit wird der erste
dieser beiden Ansa¨tze gewa¨hlt.
Die UV-Divergenzen werden mit der Methode der dimensionalen Regularisie-
rung [42] behandelt. Dabei werden die Schleifenintegrale statt in 4 Raum-Zeit-
Dimensionen in d = 4 − 2ε Dimensionen ausgefu¨hrt, wobei ε ein infinitesimaler
komplexer Parameter ist. UV-Singularita¨ten von Einschleifenintegralen a¨ußern sich
dann in 1/ε-Polen im Ergebnis, eine ho¨here Anzahl von Schleifen produziert ε-Pole
ho¨herer Ordnung. Auch IR-Singularita¨ten ko¨nnen mit dieser Methode regularisiert
werden und fu¨hren zu Polen in ε.
Im Gegensatz zur Regularisierung mit einem Cutoff-Parameter, der die Impulsinte-
gration zu großen Impulsen hin abschneidet, bleiben bei der dimensionalen Regula-
risierung die Ward-Identita¨ten erhalten. Außerdem ko¨nnen im Rahmen der dimen-
sionalen Regularisierung alle skalenlosen Integrale (d.h. Integrale, deren Ergebnis
keinen Parameter mit Massendimension mehr entha¨lt) zu null gesetzt werden [43,44].
Durch die Verallgemeinerung der Raum-Zeit auf d Dimensionen a¨ndern sich auch
die Dimensionen der Lagrange-Dichte, der Felder und der Kopplungskonstanten.
Aus dem Wirkungsintegral S =
∫
ddxL, das dimensionslos bleiben muss, kann man
die Massendimension d der Lagrange-Dichte L ablesen. Die Dimension der Felder





−1 fu¨r skalare Felder und Vektorfelder. Die SU(2)- und U(1)-Kopplungskonstanten
schließlich sind nicht mehr dimensionslos, sondern besitzen die Dimension 2− d
2
= ε.
Entsprechend tra¨gt α (und genauso α′) die Dimension 2ε. Um ein dimensionsloses
α zu behalten, ersetzt man konventionsgema¨ß
α→ µ2ε α , (1.22)
wobei µ eine Konstante mit der Dimension einer Masse ist. Dadurch erha¨lt man pro
Schleifenintegral mit α auch den Faktor µ2ε. Dieser Faktor wird gema¨ß Gl. (A.18)
mit dem Schleifenintegral kombiniert.
Dem Parameter µ kommt die Bedeutung einer Renormierungsskala zu. Er wird so
gewa¨hlt, dass die Effekte ho¨herer Ordnungen der Sto¨rungstheorie mo¨glichst klein
werden. Dazu wa¨hlt man fu¨r µ in der Regel einen Wert in der Gro¨ßenordnung der
im konkreten Prozess auftretenden Energieskalen. Physikalische Observablen du¨rfen
nicht vom Renormierungsparameter µ abha¨ngen. Diese Tatsache wird von Renor-
mierungsgruppengleichungen benutzt, die Ableitungen bestimmter Gro¨ßen nach µ
oder anderen Parametern untersuchen.
In der vorliegenden Arbeit werden die Kopplungskonstanten nach dem MS-Schema
renormiert. Das diesem zugrunde liegende MS-Schema (minimal subtraction) wa¨hlt
den Zusammenhang zwischen nackten und renormierten Gro¨ßen so, dass nur die
20
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1/ε-Pole aus den UV-divergenten Ausdru¨cken subtrahiert werden und die endlichen
Anteile u¨brig bleiben. Im davon abgewandelten MS-Schema (modified minimal sub-
traction) wird zusa¨tzlich pro Schleifenintegration einmal der Faktor Sε = (4π)
ε e−εγE
durch die Reskalierung




in die Renormierungsskala µ absorbiert. Dann ha¨ngen die Ergebnisse insbesondere
nicht mehr von der Eulerschen Konstanten γE ≈ 0,577216 (B.7) ab.
Der Zusammenhang zwischen der nackten Kopplung α0 und der renormierten Kopp-
lung α kann multiplikativ durch
α0 = Zα α (1.24)
angegeben werden. Der Faktor Zα ha¨ngt mit der β-Funktion zusammen, welche
die Abha¨ngigkeit der renormierten Kopplung von µ beschreibt. Fu¨r das MS- oder
























Die β-Funktion ist fu¨r abelsche und nichtabelsche Eichtheorien aus der QCD bis zur










fu¨r ein Modell mit nf Dirac-Fermionen und ns skalaren Multipletts in der funda-
mentalen Darstellung der Eichgruppe. Da fu¨r die UV-Renormierung Effekte aus dem
Niederenergiebereich wie die spontane Symmetriebrechung keine Rolle spielen, gilt
(1.27) mit ns = 1 auch fu¨r ein Higgs-Modell.
Außerdem mu¨ssen die Feldsta¨rken der beteiligten Teilchen renormiert werden. So gilt
z.B. fu¨r den Zusammenhang zwischen den nackten und renormierten Fermionfeldern:
ψ0 =
√
Zf ψ . (1.28)
Der Faktor Zf kann anhand des vollsta¨ndigen Fermionpropagators inklusive aller
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gegeben. Andererseits erha¨lt man den gleichen Propagator aus den Selbstenergie-
korrekturen, die fu¨r masselose Fermionen die Form



















Die Identifizierung der Ausdru¨cke (1.29) und (1.31) ergibt:
Zf = 1 + Σ(p
2 = 0) . (1.32)
Fu¨r die Fermion-Feldsta¨rkerenormierung ist also die Selbstenergiekorrektur beim
Impuls p2 = 0 no¨tig.
U¨ber die LSZ-Reduktionsformel [54] geht die Feldsta¨rkerenormierung auch in die
Berechnung von S-Matrixelementen ein. In der unrenormierten Theorie berechnet
man zuna¨chst die Amplituden aller beitragenden Feynman-Diagramme ohne Selbst-
energiekorrekturen der externen Teilchen. Es werden also nur solche Diagramme
betrachtet, von denen man an den a¨ußeren Linien keine Korrekturen nur durch
Entfernen einer Linie abtrennen kann. Dieses Ergebnis muss dann fu¨r jedes externe
Teilchen mit einem Faktor
√
Z der jeweiligen Feldsta¨rkerenormierung multipliziert
werden, um das S-Matrixelement zu erhalten.
Der letzte Beitrag zur Renormierung in der vorliegenden Arbeit betrifft die Eichbo-
sonmasse. Der Zusammenhang zwischen der nackten Eichbosonmasse M0 und der
physikalischen Masse M ergibt sich wieder aus dem Propagator, wobei hier Ein-
schleifenkorrekturen genu¨gen. Schreibt man die Eichboson-Selbstenergiekorrekturen
in der Form
Π˜µν,ab(k) = i δab gµν k2Π1(k
2) + (Terme ∝ kµkν) +O(α2) , (1.33)
dann gilt (ohne Terme ∝ kµkν):
k →





















k2 −M20 − k2Π1(k2) +O(α2)
. (1.34)
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Der Propagator muss einen Pol bei k2 =M2−iMΓ haben, wobeiM die physikalische
Eichbosonmasse und Γ die totale Zerfallsbreite ist. Da Γ bereits von der Ordnung α







Γ = −M ImΠ1(M2) +O(α2) . (1.36)
In dieser Arbeit werden die Schleifenrechnungen in der unrenormierten Theorie mit
den nackten Parametern α0 (bzw. α
′
0) und M0 durchgefu¨hrt, auch wenn die Pa-
rameter nicht ausdru¨cklich mit dem Index 0 bezeichnet sind. Die Transformation
der nackten auf die physikalischen Parameter in den Einschleifenergebnissen gema¨ß
(1.24) und (1.35) ergibt Beitra¨ge in Zweischleifenordnung (siehe Abschnitt 1.6).
1.5 Sudakov-Logarithmen in der
Vierfermionstreuung
Die vorliegende Arbeit bescha¨ftigt sich mit Vorhersagen fu¨r Prozesse, die zusammen-







Abbildung 1.2: Vierfermionstreuung f f¯ → f ′f¯ ′
dabei ein Fermion-Antifermion-Paar f f¯ im Anfangszustand in ein anderes Fermion-
Antifermion-Paar f ′f¯ ′ im Endzustand u¨ber. Es wird nur der Fall f 6= f ′ betrachtet.
Man beschra¨nkt sich damit auf Prozesse, die in Born-Na¨herung nur einen Beitrag
aus dem s-Kanal mit dem neutralen Strom haben.
In diesem Abschnitt und in den na¨chsten Kapiteln wird zuna¨chst nur die schwache
SU(2)-Wechselwirkung mit massiven Eichbosonen untersucht. Die U(1)-Eichgruppe
der Hyperladung wird vorerst weggelassen. Die Hinzunahme der Effekte durch die
U(1)-Wechselwirkung mit einem masselosen Eichboson wird in Kapitel 5 beschrie-
ben. Außerdem wird zuna¨chst eine SU(2)-Eichgruppe verwendet, die an links- und
rechtsha¨ndige Fermionen gleichermaßen koppelt. Es wird also eine parita¨tserhalten-
de Theorie angenommen, keine chirale Theorie. Die Unterscheidung nach Chiralita¨t
wird spa¨ter in Kapitel 6 hinzukommen.
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Die nachfolgend beschriebene Untersuchung der Vierfermionamplitude und des
Formfaktors sowie die Notation beruhen auf einer Reihe von a¨lteren Vero¨ffentli-
chungen [4, 6, 7, 22]. Die in den Gleichungen (1.58), (1.59) und (1.72) zusammenge-
fassten Resultate vervollsta¨ndigen diese a¨lteren Arbeiten. Eine Vero¨ffentlichung ist
in Vorbereitung.
1.5.1 Die Vierfermionamplitude
Die Vierfermionamplitude, also das S-Matrixelement des Prozesses, ist aus zwei
verschiedenen SU(2)-Amplituden zusammengesetzt. Die Basis im Isospinraum wird
folgendermaßen gewa¨hlt:
Aλ = v¯(−p2) γµta u(p1) · u¯(p4) γµta v(−p3) ,
Ad = v¯(−p2) γµ u(p1) · u¯(p4) γµ v(−p3) .
(1.37)
Die Impulse der 4 externen Fermionen sind in Abb. 1.2 angegeben. u(p) und v(p)
sind die Spinoren respektive eines Fermion- oder Antifermion-Dubletts mit Impuls p.
Zusa¨tzlich muss fu¨r die Teilchen im Anfangs- wie im Endzustand zwischen links- und
rechtsha¨ndigen Fermionen unterschieden werden, z.B.:
AλLL = v¯L(−p2) γµta uL(p1) · u¯L(p4) γµta vL(−p3) ,
AdLR = v¯L(−p2) γµ uL(p1) · u¯R(p4) γµ vR(−p3) .
(1.38)
Weil eine parita¨tserhaltende Theorie betrachtet wird, genu¨gen diese beiden Chira-
lita¨tsstrukturen, da sich ARL und ARR darauf zuru¨ckfu¨hren lassen. Die gesamte
Amplitude ist ein Vektor im Raum der Isospin- und Chiralita¨tsstruktur.
Die kinematischen Variablen fu¨r die Beschreibung des Vierfermionprozesses sind s,
t und u. Fu¨r Fermionen, die im Hochenergielimes als masselos betrachtet werden,
gilt p2i = 0 (i = 1, 2, 3, 4). Daraus folgt:
s = (p1 − p2)2 ,
t = (p1 − p4)2 = −s x− ,
u = (p1 + p3)







wobei θ der Winkel zwischen den ra¨umlichen Komponenten von p1 und p4 im Schwer-






1.5 Sudakov-Logarithmen in der Vierfermionstreuung
gegeben und entspricht dem Feyman-Diagramm in Abb. 1.1 (mit virtuellem W 3).
Das Interesse dieser Arbeit liegt im Hochenergielimes der Vierfermionprozesse, in
dem alle kinematischen Invarianten sehr viel gro¨ßer als die Eichbosonmasse sind:
|s| ∼ |t| ∼ |u| ≫M2 . (1.42)
Im Fall verschwindender Eichbosonmasse, M = 0, besitzt die Vierfermionamplitude
infrarote und kollineare Divergenzen. Die kollinearen Divergenzen der virtuellen Kor-
rekturen faktorisieren. Aufgrund des engen Zusammenhangs zwischen kollinearen
Divergenzen im masselosen Fall und den entsprechenden kollinearen Logarithmen im
Fall endlicher EichbosonmasseM , faktorisieren auch diese Logarithmen. Die mit den
kollinearen Divergenzen zusammenha¨ngende doppelt-logarithmische Struktur (mit
der ho¨chsten Logarithmenpotenz 2n in n-Schleifenordnung) ha¨ngt nur von den Ei-
genschaften der externen Teilchen ab, nicht aber vom speziellen Prozess [55–63]. Am
deutlichsten erkennbar ist dies in einer physikalischen Eichung (Coulomb-Eichung
oder axiale Eichung), in der kollineare Divergenzen nur in den Selbstenergiekorrek-
turen der externen Teilchen auftreten [57,62,63]. Deshalb sind die kollinearen Loga-
rithmen jedes Fermion-Antifermion-Paares in der Vierfermionamplitude die gleichen
wie diejenigen im Formfaktor, der ein Eichboson an das Fermion-Antifermion-Paar
koppelt.






hierbei, den Formfaktor des Vektorstroms zu betrachten, der an ein externes abel-
sches Vektorfeld mit Impuls q koppelt. Seine Born-Amplitude ist durch
FµB = u¯(p1) γµ v(−p2) (1.43)
gegeben und entha¨lt keinen SU(2)-Generator. Obwohl die Vertizes der Vierfermion-
amplitude in der Born-Na¨herung AB durch die SU(2)-Generatoren ta eine nichtabel-
sche Natur haben, reicht fu¨r die Faktorisierung der Amplitude der oben angegebene
Formfaktor des abelschen Vektorstroms aus. Denn dieser stellt das einfachste Objekt
dar, das bereits alle universalen kollinearen Logarithmen entha¨lt. Außerdem ist der
Formfaktor des abelschen Vektorstroms separat eichinvariant, auch wenn nichtabel-
sche Korrekturen dazu betrachtet werden. Die Kopplungskonstante zwischen dem
externen abelschen Feld und dem Fermionpaar wird nicht als Teil des Formfaktors,
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sondern als zur restlichen Amplitude geho¨rig betrachtet. Sie geht deshalb auch nicht
in die Renormierung des Formfaktors ein.
Die Amplitude der Vertexkorrekturen in Abb. 1.3 ist fu¨r masselose Fermionen pro-
portional zur Born-Amplitude,
Fµ = F (Q2) · u¯(p1) γµ v(−p2) = F (Q2) · FµB , (1.44)
mit dem Formfaktor F (Q2). Wegen p21 = p
2
2 = 0 ha¨ngt dieser (neben der Eichboson-
masse M) nur von
Q2 = −q2 = −(p1 − p2)2 = 2p1 · p2 (1.45)
ab, wobei Q2 als euklidisches Impulsquadrat so definiert wurde, dass fu¨r raumartige
Impulse q, bei denen der Formfaktor reell ist, Q2 > 0 gilt.
Alle kollinearen Logarithmen der Vierfermionamplitude sind Teil der beiden Form-





F (Q2)2 A˜(Q2) , (1.46)
mit Q2 = −s. Die kollinearen Logarithmen sind mit dem Formfaktorquadrat F 2
abfaktorisiert worden. Die reduzierte Amplitude A˜ entha¨lt nur noch Logarithmen,
die mit den soften Divergenzen im Fall M = 0 zusammenha¨ngen, und Logarithmen
die vom Laufen der Kopplung in A˜ mit der Renormierungsgruppe herru¨hren. Das
Laufen der Kopplung in der Born-Amplitude ist bereits durch die Wahl der Renor-
mierungsskala s in g2 beru¨cksichtigt. Alle Effekte von der nichtabelschen Natur der
Vertizes in der Born-Amplitude AB sind Teil der reduzierten Amplitude A˜, nicht
des Formfaktors.
Die reduzierte Amplitude A˜ ist wie A ein Vektor im Raum der Isospin- und Chira-






) A˜(Q2) , (1.47)
wobei χ(α) eine Matrix im Raum der Isospin- und Chiralita¨tsstruktur ist und als
Matrix der soften anomalen Dimensionen bezeichnet wird. Mit α(Q2) ist die laufende
Kopplung an der Skala Q2 gemeint. Die Lo¨sung dieser Differentialgleichung lautet:










) A˜0(α(M2)) , (1.48)
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wobei A˜0(α(M2)) = A˜(M2) durch die Anfangsbedingungen bestimmt werden muss.





























, x′ > x .
(1.49)








χ(2) +O(α3) . (1.50)













Damit ko¨nnen die Integrale in (1.48) ausgefu¨hrt werden, und man erha¨lt die redu-














)2 − β0 χ(1))L2(Q2) + χ(2) L(Q2)]} A˜0(α(M2))
+O(α3) , (1.52)
mit L(Q2) = ln(Q2/M2) und α ≡ α(M2) renormiert an der Skala der Eichboson-
masse.
Der Vektor A˜0(α) wird in der Kopplungskonstanten entwickelt:






A˜(2)0 +O(α3) , (1.53)
und man definiert die Aufspaltung
A˜(1)0 = A˜(1)0 λLLAλLL + A˜(1)0 λLRAλLR + A˜(1)0 dLLAdLL + A˜(1)0 dLRAdLR . (1.54)
Fu¨r die vorliegende Analyse wird A˜(2)0 nicht beno¨tigt. Außerdem genu¨gt der Realteil








































































(1± cos θ) aus (1.40). Im SU(2)-Higgs-Modell sind N = 2, ns = 1 sowie
CF , CA und TF aus Gl. (1.12) einzusetzen; nf steht fu¨r die Zahl der Fermionen.
Die Matrix χ(α) ist universal und nicht davon abha¨ngig, ob die Eichbosonen massiv
oder masselos sind. Insbesondere stimmen die Koeffizienten vor den Logarithmen in



























mit den entsprechenden Koeffizienten vor den Logarithmen ln(Q2/µ2) im masselo-
sen Fall u¨berein. Aufgrund des einfachen Zusammenhangs zwischen Logarithmen
und ε-Polen in der masselosen Amplitude ko¨nnen die Matrixkoeffizienten χ(1) und
χ(2) aus den 1/ε-Polen des masselosen Ein- und Zweischleifenergebnisses extrahiert
werden.
Der Koeffizient χ(1) wurde in [6,7] berechnet. Er ha¨ngt nicht von der Chiralita¨t ab.







































dd = 0 . (1.57)
Die Indizes der Matrixelemente wurden so definiert, dass gilt:
A = AλAλ + AdAd ⇒ χA = (Aλχλλ + Adχdλ)Aλ + (Aλχλd + Adχdd)Ad .
Der Koeffizient χ(2) wurde aus dem masselosen Zweischleifenergebnis [66, 67] ex-
trahiert. Der vom Laufen der Kopplungskonstante unabha¨ngige Teil von χ(2) ist
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Die Koeffizienten γ(1) (1.67) und γ(2) (1.71) stammen aus der Berechnung des Form-
faktors und werden in Abschnitt 1.5.2 erla¨utert.
Der andere Teil von χ(2) kommt vom Laufen der Kopplungskonstante in Gl. (1.53)
























LLAλLL + A˜(1)0 λLRAλLR + A˜(1)0 dLLAdLL + A˜(1)0 dLRAdLR
)
. (1.59)
Mit den angegebenen Ergebnissen fu¨r A˜(1)0 (1.55), χ(1) (1.57) und χ(2) (1.58,1.59)
ist die reduzierte Amplitude A˜ bis zur Ordnung α2 in logarithmischer Na¨herung
bekannt. In der Zweischleifenna¨herung fehlt lediglich die nichtlogarithmische Kon-
stante A˜(2)0 , wie an Gl. (1.52) zu sehen ist.
Der na¨chste Schritt in der Auswertung der Vierfermionamplitude A ist also die Be-
rechnung des Formfaktors F , der entsprechend Gl. (1.46) quadratisch in A eingeht.
1.5.2 Der Formfaktor
Die Auswertung des im vorigen Abschnitt in Gl. (1.44) definierten Formfaktors F
eines abelschen Vektorstroms erfordert im Allgemeinen die Berechnung von Vertex-
korrekturen. Das Interesse dieser Arbeit gilt jedoch dem Hochenergielimes Q2 ≫ M2,
in dem die Massen der Fermionen vernachla¨ssigt werden. Außerdem verzichtet die-
ser sogenannte Sudakov-Limes auf Terme, die mit mindestens einem Faktor M2/Q2
unterdru¨ckt sind. Das asymptotische Verhalten des Formfaktors ist dann durch die





















)F (Q2) , (1.60)
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mit den anomalen Dimension γ, ζ und ξ. Die Lo¨sung dieser Gleichung kann folgen-
dermaßen geschrieben werden:
































2)) = F (M2) muss aus den Anfangsbedingungen bestimmt wer-
den. Zur Auswertung der Integrale in (1.61) werden die anomalen Dimensionen
entsprechend Gl. (1.50) in der Kopplungskonstanten entwickelt, und fu¨r die laufen-
de Kopplungskonstante selbst wird Gl. (1.51) eingesetzt. Der Formfaktor la¨sst sich
















































mit L = ln(Q2/M2) und α ≡ α(M2). Schreibt man die Sto¨rungsreihe des Formfak-
tors entsprechend














ζ (1) + ξ(1)
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ζ (1) + ξ(1)
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ζ (1) + ξ(1)
)]
L+ F (2)0 . (1.65)
Im Gegensatz zur reduzierten Amplitude A˜ weist der Formfaktor eine doppelt-
logarithmische Struktur auf: Der Einschleifenkoeffizient F (1) besitzt Logarithmen bis
zur quadratischen Potenz, der Zweischleifenkoeffizient F (2) sogar bis zur Potenz 4.
Diese Logarithmenstruktur kommt von den kollinearen und soften Divergenzen
im Fall verschwindender Eichbosonmasse. Allgemein entha¨lt jede Ordnung αn der
Sto¨rungstheorie im Hochenergielimes Logarithmen ln2n−j(Q2/M2) mit j = 0, . . . , 2n.
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dominiert. Diese heißen auch Sudakov-Logarithmen. Man spricht von der fu¨hrenden
logarithmischen Na¨herung (LL = leading logarithmic approximation), wenn man
sich in jeder Ordnung der Sto¨rungstheorie auf die Logarithmen der jeweils ho¨chsten
Potenz beschra¨nkt. Bei mittleren Energien (also fu¨r M ≈ 80GeV im TeV-Bereich)
ko¨nnen jedoch auch die Logarithmen mit niedrigerer Potenz einen wichtigen Bei-
trag zum Formfaktor liefern. Man spricht von der na¨chstfu¨hrenden logarithmischen
Na¨herung (NLL = next-to-leading logarithmic), wenn die Logarithmen αn ln2n−j
mit j = 0, 1 betrachtet werden. Analog fortgesetzt bedeuteten NNLL=N2LL die
Logarithmen mit j = 0, 1, 2, NNNLL=N3LL die Logarithmen mit j = 0, . . . , 3 und
so weiter.
Die anomalen Dimensionen γ und ζ sind universal, a¨hnlich wie die Matrix χ in
der Evolutionsgleichung der Vierfermionamplitude. Sie ha¨ngen nicht davon ab, ob
die Eichbosonen masselos oder massiv sind [59–62]. Deshalb stimmen die aus γ(1,2)
und ζ (1,2) gebildeten Koeffizienten vor den Logarithmen ln(Q2/M2) in der Expo-
nentialdarstellung (1.62) des Formfaktors mit den Koeffizienten vor den jeweiligen
Logarithmen ln(Q2/µ2) im masselosen Formfaktor u¨berein. Aufgrund des einfachen
Zusammenhangs zwischen den Logarithmen und den ε-Polen im masselosen Fall
ko¨nnen γ(1) und γ(2) aus den Koeffizienten der 1/ε2-Pole der masselosen Ein- und
Zweischleifenergebnisse extrahiert werden, ζ (1) und ζ (2) aus den Koeffizienten der
1/ε-Pole [62, 68].




























mit Sε = (4π)
ε e−εγE und der Riemannschen ζ-Funktion ζ3 ≈ 1,20206 (B.8). Daraus
ergeben sich
γ(1) = −2CF , ζ (1) = 3CF . (1.67)
Die Funktionen ξ und F0 sind nicht universal. Sie ha¨ngen insbesondere von den
Anfangsbedingungen der Evolutionsgleichungen, von der Regularisierung der IR-
Divergenzen und von der Massengenerierung der Eichbosonen durch den Higgs-
Sektor des Modells ab. Die Bestimmung von ξ und F0 erfordert also die Kenntnis
des massiven Formfaktors. In Einschleifenna¨herung ist das Resultat bekannt:
F (1) = −CF
(
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Daraus lassen sich im Vergleich mit (1.64) die u¨brigen Einschleifenkoeffizienten be-
stimmen:











Die Kenntnis der Einschleifenkoeffizienten kombiniert mit β0 erlaubt bereits die
Vorhersage der beiden fu¨hrenden Zweischleifenlogarithmen α2(L4,L3) entsprechend
Gl. (1.65). Auch fu¨r die NNLL-Na¨herung inklusive des quadratischen Logarithmus
fehlt nur ein Zweischleifenkoeffizient: γ(2). Dieser kann aus dem masselosen Zwei-





















































































M=0 +O(ε0) , (1.70)
wobei das masselose Einschleifenergebnis F
(1)
M=0 (1.66) eingesetzt werden muss. Das
Ergebnis (1.70) erlaubt, wie oben beschrieben, die Extraktion der Zweischleifenko-



















































Damit ist nun die NNLL-Na¨herung von F (2) komplett, ohne dass dafu¨r eine massive
Zweischleifenrechnung no¨tig gewesen wa¨re:














































Da CF weder in β0 enthalten ist noch quadratisch in γ
(2) vorkommt, ist der C2F -Term
in (1.73) durch 1
2
(F (1))2 gegeben.
Diese NNLL-Na¨herung gilt mit ns = 1 auch fu¨r ein SU(2)-Higgs-Modell. Die
Abha¨ngigkeit vom Mechanismus der spontanen Symmetriebrechung und von der
Higgs-Masse kommt erst im linearen Logarithmus u¨ber ξ(2) ins Spiel. Setzt man die






















L2 +O(L1) . (1.74)
Numerisch ergibt dies:
F (2) = 0,28L4︸ ︷︷ ︸
180
+ (0,10− 0,17nf)L3︸ ︷︷ ︸
13−21nf
+ (−5,8 + 1,6nf)L2︸ ︷︷ ︸
−150+40nf
+O(L1) , (1.75)
wobei fu¨r die Werte unterhalb der Klammern M = 80GeV und Q = 1TeV einge-
setzt wurde. Die Reihe der Logarithmenpotenzen scheint im TeV-Bereich nicht gut
zu
”
konvergieren“. Die Gro¨ße und auch das Vorzeichen des zweiten und dritten Koef-
fizienten ha¨ngen von der Zahl der Fermionen ab. Fu¨r nf = 6 (siehe Abschnitt 6.2.2)
tra¨gt der kubische Logarithmus den Wert −120, der quadratische Logarithmus den
Wert +95 zu F (2) bei (alle Zahlen jeweils auf 2 gu¨ltige Stellen gerundet). Alle drei
logarithmischen Beitra¨ge sind von der gleichen Gro¨ßenordnung, und durch das wech-
selnde Vorzeichen treten große gegenseitige Kompensationen zwischen den logarith-
mischen Termen auf.
Fu¨r eine Pra¨zisionsrechnung, die Vorhersagen fu¨r den Formfaktor und die Vier-
fermionamplitude mit einem Fehler relativ zum Born-Ergebnis von weniger als
1% treffen will, reicht die NNLL-Na¨herung des Zweischleifenformfaktors nicht aus.
Deshalb ist die Berechnung des Formfaktors mit Eichbosonmasse M und Higgs-
Mechanismus auf Zweischleifenniveau no¨tig.
Die na¨chsten Kapitel bescha¨ftigen sich mit verschiedenen Beitra¨gen zum massiven
Zweischleifenformfaktor: die fermionischen (nf ) und skalaren (ns) Beitra¨ge in Ka-
pitel 2, die abelschen Beitra¨ge (C2F ) in Kapitel 3 und die nichtabelschen Beitra¨ge
(CFCA) inklusive der Higgs-Beitra¨ge in Kapitel 4.
Zuna¨chst aber werden im na¨chsten Abschnitt die Einschleifenergebnisse, insofern sie
fu¨r Beitra¨ge zum Zweischleifenformfaktor eine Rolle spielen, aufgefu¨hrt.
1.6 Einschleifenergebnisse
Fu¨r den Formfaktor in Zweischleifenna¨herung werden auch Produkte von Einschlei-
fenergebnissen beno¨tigt. Nicht nur der gesamte Einschleifenformfaktor, sondern
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ebenso die einzelnen Beitra¨ge dazu, die Vertexkorrektur und die Selbstenergiekorrek-
tur, werden verlangt. Und weil die Einschleifenergebnisse mit Termen multipliziert
werden, die 1/ε2-Pole enthalten, mu¨ssen sie bis einschließlich zur Ordnung ε2 be-
kannt sein.
Die beiden Beitra¨ge zum Einschleifenergebnis sind in Abb. 1.4 dargestellt.
Abbildung 1.4: Einschleifen-Vertexdiagramm und -Selbstenergiediagramm
Der Beitrag der Vertexkorrektur zum Einschleifenformfaktor ist im Hochenergielimes


































































mit L = ln(Q2/M2) und Sε = (4π)ε e−εγE . Zur Renormierung der Fermion-
Feldsta¨rke wird zweimal der Faktor
√
Zf beno¨tigt, also insgesamt gerade einmal
der Faktor Zf = 1+Σ entsprechend (1.32). Wenn Fv der Beitrag der Vertexkorrek-
turen zum Formfaktor ist, gilt in Einschleifenna¨herung:








































Der gesamte Einschleifenformfaktor ist durch



































































gegeben. Dieser ist in d = 4 Dimensionen endlich, die UV-Singularita¨ten wurden
zwischen Fv,1 und Σ1 aufgehoben.
Beim Renormieren der Kopplungskonstante gema¨ß Gl. (1.24) liefert F1 einen Beitrag
zum Zweischleifenformfaktor. Der Parameter α in (1.79) ist zuna¨chst eigentlich die












entsprechend (1.24) und (1.26) ergibt sich der Zweischleifenbeitrag









































Mit β0 aus Gl. (1.27) erha¨lt man Terme, die, je nach Farbfaktor CA, TFnf oder
TFns, zum nichtabelschen Formfaktor (Kapitel 4) oder zum fermionischen Formfak-
tor (Kapitel 2) einen Beitrag liefern.
Ein weiterer Renormierungsbeitrag ergibt sich aus F1 durch Einsetzen der renormier-
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mit der Eichboson-Selbstenergie Π1 entsprechend (1.33). Durch Einsetzen der Trans-

























Da Π1 in der Regel einen 1/ε-Pol entha¨lt, werden die Terme in (1.81) bis zur linearen
Ordnung in ε beno¨tigt. Die Eichboson-Selbstenergie Π1 erfa¨hrt nichtabelsche (CA)
und fermionische Beitra¨ge (nf ) sowie Higgs-Beitra¨ge. Diese werden in den Kapiteln
2 und 4 vorgestellt und in (1.81) eingesetzt.
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Kapitel 2
Fermionische und skalare Beitra¨ge
zum Zweischleifenformfaktor
Dieses Kapitel referiert die Ergebnisse aus meiner Diplomarbeit [71]. Dort ging es um
die fermionischen Beitra¨ge zum Zweischleifenformfaktor, also die Terme proportional
zur Anzahl nf der Fermionen. In Zusammenarbeit mit S. Moch wurde zusa¨tzlich die
Gu¨ltigkeit des Hochenergielimes getestet und das Ergebnis der Diplomarbeit um den
Beitrag masseloser skalarer Teilchen (ns) erweitert. Die Ergebnisse dieses Kapitels
sind in [23] vero¨ffentlicht.
2.1 Beitra¨ge von Fermionschleifen
Zu den fermionischen Beitra¨gen des Formfaktors geho¨ren das Vertexdiagramm und
das Selbstenergiediagramm in Abb. 2.1.
Abbildung 2.1: Vertex- und Selbstenergiediagramm der fermionischen Beitra¨ge
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Die Amplitude des Vertexdiagramms la¨sst sich fu¨r ein nichtabelsches Modell folgen-





























wobei die Spur sowohl u¨ber den Spinorraum der γ-Matrizen als auch u¨ber den Iso-
spinraum der SU(2)-Dubletts geht. Gegenu¨ber der Diplomarbeit, wo die Rechnung
fu¨r ein abelsches U(1)-Modell durchgefu¨hrt wurde, erha¨lt man hier mittels Gl. (1.10)
den SU(2)-Farbfaktor
tatb Tr(tatb) = CFTF 1 . (2.2)

















































mit L = ln(Q2/M2) und Sε = (4π)ε e−εγE .
Zur Renormierung der Fermion-Feldsta¨rke wird der Faktor Zf entsprechend (1.32)
beno¨tigt. Mit dem Formfaktorbeitrag der Vertexkorrekturen, Fv = 1+ Fv,1 + Fv,2 +
O(α3), und der Fermion-Selbstenergie, Σ = Σ1 + Σ2 + O(α3), gilt in Zweischlei-
fenna¨herung:
F = Fv · Zf = 1 + Fv,1 + Σ1︸ ︷︷ ︸
O(α)
+ Fv,2 + Σ2 + Fv,1Σ1︸ ︷︷ ︸
O(α2)
+O(α3) . (2.4)
Der Zweischleifenformfaktor besteht aus den Beitra¨gen
F2 = Fv,2 + Σ2 + Fv,1Σ1 , (2.5)
also den Zweischleifen-Vertexkorrekturen, den Zweischleifen-Selbstenergiekorrektu-
ren und dem Produkt aus Einschleifen-Vertexkorrektur und Einschleifen-Selbst-
energiekorrektur.
Da das Produkt Fv,1Σ1 proportional zu C
2
F ist (siehe Abschnitt 1.6), spielt es nur
fu¨r die abelschen Beitra¨ge (Kapitel 3) eine Rolle. Fu¨r den fermionischen Formfaktor
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fehlt neben der Vertexkorrektur nur die Selbstenergiekorrektur in Abb. 2.1. Diese















Der Farbfaktor ist mit Gl. (2.2) der gleiche wie fu¨r die Vertexkorrektur.
Auch die beiden Vertexdiagramme in Abb. 2.2 tragen prinzipiell zum fermionischen
Formfaktor bei. Beide Diagramme enthalten eine Fermionschleife, an die drei Eich-
Abbildung 2.2: Vertexdiagramme mit Triangelschleife
bosonen koppeln. Die Diagramme unterscheiden sich in der Richtung des Fermion-
flusses durch die Schleife (gekennzeichnet durch die Pfeilrichtung). In einer abel-
schen Theorie verschwindet die Summe beider Beitra¨ge nach Furrys Theorem (siehe
z.B. [29,72]), da eine ungerade Zahl von Eichbosonen an die Fermionschleife koppelt.
Aber auch im hier betrachteten Formfaktor des Vektorstroms, dessen zentraler Ver-
tex eine abelsche, parita¨tserhaltende Kopplung darstellt, verschwindet die Summe
beider Diagramme, da nur zwei nichtabelsche Eichbosonen an die Fermionschleife
koppeln.
Neben den Zweischleifendiagrammen gibt es auch Renormierungsbeitra¨ge, die pro-
portional zu nf sind. Das Einsetzen des nf -Terms von β0 (1.27) in den Renormie-
rungsbeitrag der Kopplungskonstante (1.80) liefert:












































Fu¨r die Renormierung der Eichbosonmasse M muss die Einschleifenselbstenergie
des Eichbosons berechnet werden. Der fermionische (nf) Beitrag dazu entspricht
gerade der Fermionschleife im Eichbosonpropagator der Diagramme in Abb. 2.1.
Entsprechend der Notation (1.33) ist diese Selbstenergie durch
Π˜µν,abnf (k) = i δ
ab (gµνk2 − kµkν) Πnf (k2) (2.8)
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Der fermionische Formfaktor setzt sich folgendermaßen zusammen:








































Alle Pole in ε fallen heraus, das Ergebnis ist in d = 4 Dimensionen endlich. Gema¨ß
der MS-Vorschrift (1.23) wurde der Faktor Sε in die Skala µ absorbiert. Der Loga-
rithmus ln(µ2/M2) kommt von der abweichenden (µ2/M2)-Abha¨ngigkeit im Beitrag
der Kopplungskonstantenrenormierung und entspricht dem Laufen der Kopplung im
Einschleifenformfaktor.
Wenn die Kopplungskonstante α bei µ = M renormiert wird, dann lautet der fer-
























Dieses Ergebnis stimmt offensichtlich mit den nf -Termen aus der Evolutionsglei-
chung in (1.73) u¨berein. Die fermionischen Beitra¨ge wurden also in NNLL-Na¨herung
richtig von der Evolutionsgleichung vorhergesagt. Der lineare Logarithmus und die
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Konstante in (2.14) sind neu dazugekommen. Der Vergleich mit (1.65) liefert den
nf -Beitrag zum Koeffizienten ξ
(2), da alle anderen Terme im Koeffizienten des linea-



















−0,4¯L3 + 4,2¯L2 − 11,3¯L+ 18,6264
)
. (2.16)
Das Muster der alternierenden Koeffizienten zieht sich durch alle Terme: Die Gro¨ße
der Koeffizienten nimmt von L3 bis hin zur Konstanten zu und wechselt von Term
zu Term das Vorzeichen.
Um die Gro¨ße der Beitra¨ge einzelner Logarithmen abzuscha¨tzen, wird α/(4π) =
0,003 ≈ αQED/(4π sin2 θW ) gesetzt sowie CFTF = 3/8 fu¨r die schwache SU(2)-
Eichgruppe und nf = 6 Fermion-Dubletts. Bei M = 80GeV ≈ MW und dem
Impulsu¨bertrag Q = 1TeV lauten die Beitra¨ge der logarithmischen Terme zum
Formfaktor in Promille (d.h. mit 103 multipliziert):
L3 → −1,2 , L2 → +2,2 , L1 → −1,2 , L0 → +0,38 . (2.17)
Der gro¨ßte Beitrag im TeV-Bereich stammt vom quadratischen Logarithmus. Der
lineare Logarithmus tra¨gt bereits weniger bei, und die Konstante ist relativ klein.
Es zeigt sich also, dass die logarithmische Reihe nach dem quadratischen Term zu
”
konvergieren“ beginnt. Mindestens aber der lineare Logarithmus ist fu¨r eine gute
Genauigkeit des fermionischen Beitrags no¨tig.
Erstaunlich ist auch, dass die Summe aller Beitra¨ge bei Q = 1TeV im Vergleich
zu den einzelnen Termen mit 0,24 Promille sehr klein ist. Dieses Verhalten des
fermionischen Formfaktors la¨sst sich gut am Schaubild in Abb. 2.3 ablesen, wo die
sukzessiven logarithmischen Na¨herungen gezeichnet sind: NLL mit L3, NNLL mit
L3 und L2, N3LL mit allen Logarithmen ohne die Konstante und der komplette
Formfaktor mit allen Beitra¨gen im Hochenergielimes.
Da die Diagramme mit Fermionschleife eine besonders einfache Topologie besitzen
und zudem in der inneren Schleife keine Massen auftreten, konnte der fermionische
Beitrag zum Zweischleifenformfaktor neben dem Hochenergielimes auch exakt fu¨r
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Abbildung 2.4: Fermionische Beitra¨ge zum Zweischleifenformfaktor, exakt und in
der logarithmischen Na¨herung des Hochenergielimes
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mit den Polylogarithmen Li2 und Li3 (B.12).
Der Vergleich des exakten Ergebnisses mit dem logarithmischen Hochenergielimes
(alle Terme inklusive der Konstanten) ist in Abb. 2.4 dargestellt. Der Unterschied
zwischen beiden Kurven liegt in den mit M2/Q2 unterdru¨ckten Termen. Das Schau-
bild zeigt die sehr gute U¨bereinstimmung der Hochenergiena¨herung mit dem exakten
Ergebnis fu¨r Q > 300GeV. Unterhalb davon divergiert die logarithmische Na¨herung.
Aber oberhalb dieser Schwelle betra¨gt die Abweichung maximal 0,02 Promille. Der
in den Evolutionsgleichungen und in den Schleifenrechnungen verwendete Hochener-
gielimes reicht fu¨r die gewu¨nschte Genauigkeit vo¨llig aus.
2.2 Beitra¨ge von masselosen skalaren Teilchen
Wenn man im Hochenergielimes arbeitet, kann in erster Na¨herung das Higgs-
Potential V (Φ) und die damit verbundene spontane Symmetriebrechung ver-
nachla¨ssigt werden. Das Higgs-Dublett verha¨lt sich dann wie ein masseloses, ge-
ladenes Dublett von Skalarfeldern.
In der Evolutionsgleichung (1.60) fu¨r den Formfaktor sind die Funktionen γ und ζ
universal, sie ha¨ngen nicht vom Higgs-Potential ab. Effekte der spontanen Symme-
triebrechung tauchen nur in ξ(2) und F
(2)
0 und damit beim Zweischleifenformfaktor
erst im linearen Logarithmus auf. Die NNLL-Na¨herung kann also mit einem masse-
losen skalaren Dublett anstelle des tatsa¨chlichen Higgs-Teilchens berechnet werden.
Weil das Ergebnis fu¨r den fermionischen Formfaktor aus dem vorigen Abschnitt
leicht auf masselose skalare Teilchen u¨bertragen werden kann, soll diese Rechnung
hier kurz skizziert werden.
Wir betrachten ns masselose, geladene Dubletts von Skalarfeldern, die sich in der fun-
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mit der kovarianten Ableitung
Dµ = ∂µ − ig taW aµ (2.20)
















Die beiden Vertizes steuern die Feynman-Diagramme in Abb. 2.5 zur Eichboson-
Selbstenergie bei. Das rechte Diagramm entha¨lt jedoch eine sogenannte Tadpole-
Abbildung 2.5: Eichboson-Selbstenergiediagramme mit skalaren Teilchen
Schleife; diese Selbstenergie ist unabha¨ngig vom Impuls des Eichbosons. Deshalb
wird ihr Beitrag exakt von der Renormierung der Eichbosonmasse kompensiert und
kann weggelassen werden.
Die Amplitude des linken Diagramms in Abb. 2.5 lautet:







ig ta(k + 2ℓ)µ
i
ℓ2





= i δab (gµνk2 − kµkν) Πns(k2) .






4(1− ε) Πnf (k
2) (2.23)
gilt. Die Relation (2.23) zwischen der skalaren und der fermionischen Eichboson-
Selbstenergie ist eine exakte Beziehung, die nicht nur im Limes ε→ 0 gu¨ltig ist. Der
Vorfaktor in (2.23) ist eine ε-abha¨ngige Konstante, mit der die Beitra¨ge des fermio-
nischen Formfaktors aus dem Vertexdiagramm, der Fermion-Selbstenergie und der
Massenrenormierung multipliziert werden ko¨nnen, um die entsprechenden Beitra¨ge
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Da die MS-Renormierung nur den ε-Pol ohne endliche Konstanten (mit Ausnahme
von ln(4π) und γE) entfernt, besteht zwischen den Beitra¨gen der Fermionschleife
und der skalaren Schleife in der Kopplungskonstantenrenormierung ein Faktor von






















































In der Summe dieser vier Beitra¨ge ergibt sich der Formfaktor mit der skalaren Schlei-



































Im speziellen Fall, wenn fu¨r α die Renormierungsskala µ = M gewa¨hlt wird, fallen
die Beitra¨ge der zweiten Zeile weg. Dieses Ergebnis besta¨tigt die Vorhersage der
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gilt jedoch – genau wie der Koeffizient des linearen Logarithmus und die Konstante
in (2.28) – nur fu¨r masselose skalare Teilchen, nicht fu¨r eine Theorie mit spontaner





Der SU(2)-Formfaktor des abelschen Vektorstroms wurde in Abschnitt 1.5 ein-
gefu¨hrt. In diesem Kapitel werden die abelschen Korrekturen zu diesem Formfaktor
betrachtet. Das sind Beitra¨ge, die auch in einer abelschen U(1)-Eichtheorie vorkom-
men. Deshalb ko¨nnen sie zuna¨chst separat von den u¨brigen, nichtabelschen Beitra¨gen
betrachtet werden. Im allgemeineren Fall eines SU(N)-Modells besitzen die entspre-
chenden Feynman-Diagramme den Farbfaktor C2F oder C
2
F − 12CFCA, der sich aus
den SU(N)-Generatoren ta entsprechend Gl. (1.10) ergibt. Fu¨r dieses Kapitel sind
nur die Anteile proportional zu C2F relevant, die Terme mit CFCA werden zu den
nichtabelschen Beitra¨gen in Kapitel 4 gerechnet.
Die Resultate dieses Kapitels wurden in [24] vero¨ffentlicht. Eine separate Vero¨ffent-
lichung von Details aus den Rechnungen in Zusammenarbeit mit V.A. Smirnov ist
geplant.
Da der Formfaktor die Streuung eines Fermions im externen abelschen Feld be-
schreibt, kann die Kopplungskonstante des zentralen Vertex als externe Gro¨ße be-
trachtet werden, die nicht zum Formfaktor geho¨rt und nicht mit diesem renormiert
wird.
Fu¨r den abelschen Zweischleifenformfaktor mu¨ssen die Vertexdiagramme in Abb. 3.1
betrachtet werden. Deren Berechnung wird in Abschnitt 3.1 vorgestellt. Zwei Dia-
gramme (BE und fc) kommen jeweils zweifach vor: so wie abgebildet und horizontal
gespiegelt.
Fu¨r die Renormierung der Fermion-Feldsta¨rke sind außerdem die Zweischleifen-
Selbstenergiediagramme in Abb. 3.2 erforderlich, die somit ebenfalls zum abelschen
Formfaktor beitragen. Sie werden in Abschnitt 3.2 vorgestellt, zusammen mit wei-
teren Beitra¨gen zur Feldsta¨rkerenormierung aus Einschleifenkorrekturen.
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planar (LA) nichtplanar (NP)
Benz-Topologie (BE, 2×) mit Fermion-Selbstenergie (fc, 2×)
Abbildung 3.1: Abelsche Zweischleifen-Vertexdiagramme
T1-Topologie T2-Topologie
(Einschleifen-Selbstenergie)2
Abbildung 3.2: Abelsche Zweischleifen-Selbstenergiediagramme
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3.1 Vertexdiagramme
Die abelschen Diagramme enthalten alle nur zwei massive Propagatoren. Deshalb
war ihre Berechnung im Vergleich zu den nichtabelschen Beitra¨gen mit drei massiven
Propagatoren (siehe Kapitel 4) noch relativ einfach und konnte im Hochenergielimes
vollsta¨ndig durchgefu¨hrt werden, d.h. alle Terme der logarithmischen Reihe inklusive
der Konstanten wurden ermittelt.
3.1 Vertexdiagramme
Die Amplitude der Vertexkorrekturen hat die Form
u¯(p1)Fµv v(−p2) = Fv · u¯(p1) γµ v(−p2) . (3.1)
Die Vertexamplitude Fµv wurde ohne die Spinoren der beiden Fermionen definiert.
Es gilt p21 = p
2
2 = 0, q = p1 − p2 und Q2 = −q2 = 2p1 · p2. Eigentlich ist Fµv
eine Matrix nicht nur im Spinorraum, sondern auch im Isospinraum der Fermion-
Dubletts. Aber da der zentrale Vertex keinen SU(2)-Generator entha¨lt (vgl. die De-
finition des Formfaktors in Abschnitt 1.5), sind auch alle Korrekturen proportional
zur Einheitsmatrix im Isospinraum.
Unter Ausnutzung der Antivertauschungsrelationen fu¨r Dirac-Matrizen,
{γµ, γν} = 2gµν ,
und der kinematischen Eigenschaften der Spinoren von masselosen Fermionen,
u¯(p1) /p1 = 0 , /p2 v(−p2) = 0 ,
kann die Amplitude eines Vertexdiagramms auf die Form (3.1) mit dem Beitrag Fv
zum Formfaktor gebracht werden. Dazu ist jedoch immer auch eine Tensorreduktion
der Integrale mit offenen Lorentz-Indizes auf skalare Integrale notwendig. Eleganter
ist die Extraktion des Formfaktors aus der Vertexamplitude mit einer Projektions-
technik (siehe z.B. [73]):
Fv =
Tr(γµ/p1Fµv /p2)
2(d− 2) q2 . (3.2)
Dabei bezeichnet d = 4 − 2ε die Zahl der Raum-Zeit-Dimensionen. Die Einheits-
matrix im SU(2)-Isospinraum wurde hier nicht beru¨cksichtigt. Wenn die Spur auch
daru¨ber la¨uft, muss zusa¨tzlich durch Tr 1 = N = 2 geteilt werden.
Die Projektion (3.2) kann auf einzelne Vertexdiagramme angewendet werden, um
deren Beitrag zum Formfaktor zu bestimmen. Das Ergebnis der Projektion sind ska-
lare Schleifenintegrale, die neben Propagatoren im Nenner lediglich Skalarprodukte
im Za¨hler enthalten.
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3.1.1 Planares Vertexdiagramm
Das planare Vertexdiagramm (Bezeichnung LA = ladder) ist in Abb. 3.3 dargestellt,
links das Feynman-Diagramm mit Pfeilen fu¨r Fermionen und Wellenlinien fu¨r Eich-
bosonen, rechts das zugeho¨rige skalare Diagramm mit durchgezogenen Linien fu¨r









Abbildung 3.3: Planares Vertexdiagramm (mit skalarem Diagramm)
Im skalaren Diagramm sind die inneren Impulse ki, i = 1, . . . , 6, nur durch die
Angabe des Index i gekennzeichnet, die Pfeilrichtung gibt hier die Richtung des
Impulsflusses an.
In der Feynman-’t Hooft-Eichung (ξ = 1) lautet die Amplitude des planaren Ver-




























k1 = p1−ℓ, k2 = p2−ℓ, k3 = p1−k, k4 = p2−k, k5 = k, k6 = k−ℓ. (3.4)
Der Farbfaktor des planaren Vertexdiagramms lautet
tbtatatb = C2F 1 .
Aus der Amplitude Fµv,LA kann der Beitrag Fv,LA zum Formfaktor durch Projektion
entsprechend (3.2) extrahiert werden. Anschließend werden die Skalarprodukte im
Za¨hler des Schleifenintegrals mit Propagatornennern geku¨rzt. Dafu¨r sind folgende
Umformungen hilfreich:
p1 · k5 = −12(k23 − k25) , k3 · k6 = +12(k21 − k23 − k26) ,




Mit Hilfe von (3.4) und (3.5) ko¨nnen alle Skalarprodukte geku¨rzt werden mit Aus-
nahme eines sogennanten irreduziblen Skalarprodukts, das als 2k · ℓ gewa¨hlt wurde.
Die skalaren Zweischleifenintegrale der planaren Topologie wurden folgendermaßen
definiert:










(ℓ2 − 2p1 · ℓ)n1 (ℓ2 − 2p2 · ℓ)n2 (k2 − 2p1 · k)n3 (k2 − 2p2 · k)n4
× 1
(k2 −M2)n5 ((k − ℓ)2 −M2)n6 , (3.6)
mit der Notation nij... = ni + nj + . . . und n = n123456 (ohne n7). Die skalaren
Integrale wurden so definiert, dass sie in d = 4− 2ε Raum-Zeit-Dimensionen keine
Massendimension aufweisen. Damit kann Fv,LA als Linearkombination von skalaren
Integralen (3.6) geschrieben werden. Diese Zerlegung findet sich im Anhang D.1.1 in
Gl. (D.1). Da das Feynman-Diagramm jeden Propagator nur einmal entha¨lt und bei
der Reduktion auf skalare Integrale Propagatoren geku¨rzt werden, aber keine hinzu-
kommen, sind die Parameter ni (i = 1, . . . , 6) nach oben durch ni ≤ 1 beschra¨nkt.
In der Zerlegung des planaren Diagramms kommen die Werte 1, 0 und -1 fu¨r die ni
vor. Durch Ausnutzung der Symmetrie
FLA(n1, n2, n3, n4, n5, n6, n7) = FLA(n2, n1, n4, n3, n5, n6, n7) (3.7)
wurden skalare Integrale mit n1 < n2 oder n1 = n2 und n3 < n4 durch ihre symmetri-
schen Partner ersetzt. Die Auswertung der Spur u¨ber die Amplitude zur Projektion
auf den Formfaktor, das Ku¨rzen der Skalarprodukte und die Zerlegung in skalare
Integrale wurden mit dem Computeralgebraprogramm FORM [74] durchgefu¨hrt.
Die Auswertung der skalaren Integrale erfolgte mit der Methode der Expansion by
Regions (siehe Anhang C.4). Nichtverschwindende Beitra¨ge zur skalaren Topologie
liefern die folgenden Regionen [75]:
(h-h): k ∼ Q, ℓ ∼ Q
(1c-h): k ‖ p1, ℓ ∼ Q
(2c-h): k ‖ p2, ℓ ∼ Q
∣∣∣∣∣∣∣
(1c-1c): k ‖ p1, ℓ ‖ p1
(2c-2c): k ‖ p2, ℓ ‖ p2
(h-s’): k ∼ Q, k6 = k − ℓ ∼ M
Dabei bedeutet k ∼ Q, dass jede Komponente des Vektors k von der Gro¨ßenord-
nung Q ist. Und k ‖ pi bezeichnet eine Region, in welcher der Impuls k kollinear
zum externen Impuls pi steht (analog auch fu¨r ℓ):
k ‖ p1 ⇐⇒ k+ ∼ M
2
Q
, k− ∼ Q , k⊥ ∼M ,
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k ‖ p2 ⇐⇒ k+ ∼ Q , k− ∼ M
2
Q
, k⊥ ∼M ,
wobei k± ≡ (2p1,2 · k)/Q die Komponenten von k in Richtung von p2 bzw. p1 sind
und k⊥ ≡ k − (k−/Q)p1 − (k+/Q)p2 den Vektor mit den Komponenten von k be-
zeichnet, die senkrecht auf p1,2 stehen. Damit lassen sich die Skalarprodukte der
Schleifenimpulse als k2 = k+k−+ k
2
⊥ und k · ℓ = 12(k+ℓ−+ k−ℓ+)+ k⊥ · ℓ⊥ schreiben.
Der fu¨hrende Beitrag jeder Region hat eine charakteristische Abha¨ngigkeit vom
Parameter M2/Q2. Im Folgenden wird fu¨r eine Region (x-y) mit der Abha¨ngigkeit
F
(x-y)
LA ∝ (M2/Q2)p die Potenz p angegeben:
(h-h): 2ε
(1c-h): 2− n35 + ε
(2c-h): 2− n45 + ε
∣∣∣∣∣∣
(1c-1c): 4− n1356 + n7
(2c-2c): 4− n2456 + n7
(h-s’): 2− n6 + ε
Da Beitra¨ge, die gegenu¨ber anderen mit dem kleinen Faktor M2/Q2 unterdru¨ckt
sind, vernachla¨ssigt werden sollen, wird die (h-s’)-Region nicht beno¨tigt. Alle Pro-
pagatoren kommen in den skalaren Integralen ho¨chstens einmal vor, so dass ni ≤ 1
fu¨r i = 1, . . . , 6 ist. Im physikalischen Limes d → 4 (ε → 0) ist F (h-s’)LA daher mit
mindestens einem Faktor M2/Q2 gegenu¨ber der (h-h)-Region unterdru¨ckt. Ebenso
gilt, dass die rein kollinearen (c-c)-Regionen, also (1c-1c) und (2c-2c), nur fu¨r n7 = 0
beru¨cksichtigt werden mu¨ssen. Bei Integralen mit dem irreduziblen Skalarprodukt
im Za¨hler (n7 > 0) sind beide (c-c)-Regionen mit mindestens einem Faktor M
2/Q2
unterdru¨ckt. Im Allgemeinen pru¨ft man fu¨r jedes beno¨tigte skalare Integral zuerst,
welche Regionen den fu¨hrenden Beitrag liefern, und kann sich dann auf die Auswer-
tung dieser Regionen beschra¨nken.
Die harte Region (h-h), die dem masselosen Diagramm entspricht, la¨sst sich am ein-
fachsten mit der Methode der partiellen Integration (Integration by Parts [76, 77])
auf einfachere Topologien reduzieren, die alle mit Feynman-Parametern ausgewertet
werden ko¨nnen und lediglich Γ-Funktionen liefern. Mit den Beitra¨gen der harten Re-






















































mit Sε = (4π)
ε e−εγE . Dieses Ergebnis stimmt mit [69, 70] u¨berein.
Die (c-h)- und (c-c)-Regionen wurden dagegen mit Hilfe von Schwinger-Parametern
(siehe Anhang C.1) und Mellin-Barnes-Darstellungen (siehe Anhang C.3) berech-
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− n35 − z2)Γ(d2 − n45 − z2)Γ(n1356 − d+ z2)
Γ(d
2
− n5 − z2)
Γ(n5 + z1 + z2) . (3.10)
Der Integrationsweg der Mellin-Barnes-Integrale verla¨uft so von −i∞ nach +i∞,
dass Pole aus Γ-Funktionen der Form Γ(. . . + z) links des Integrationswegs liegen
(
”
IR-Pole“) und Pole der Form Γ(. . .− z) rechts des Integrationswegs liegen (
”
UV-
Pole“). Aus Symmetriegru¨nden gilt:
F
(2c-h)
LA (n1, n2, n3, n4, n5, n6, n7) = F
(1c-h)
LA (n2, n1, n4, n3, n5, n6, n7) , (3.11)
F
(2c-2c)
LA (n1, n2, n3, n4, n5, n6, 0) = F
(1c-1c)
LA (n2, n1, n4, n3, n5, n6, 0) . (3.12)
Bei der Auswertung der Mellin-Barnes-Integrale ist zu beachten, dass sowohl der
Za¨hler als auch der Nenner an manchen Stellen des Parameterraums Singularita¨ten
aufweisen, die sich teilweise gegenseitig aufheben.
In Gl. (3.9) fu¨r F
(1c-h)
LA ist das Integral singula¨r bei n6 = 0, weil dann der IR-Pol bei
z = −n6 und der UV-Pol bei z = 0, zwischen denen der Integrationsweg verla¨uft,
auf einen Punkt zusammenru¨cken. Diese Singularita¨t wird durch die entsprechende
Singularita¨t von Γ(n6) im Nenner des Vorfaktors geku¨rzt. Das Ergebnis ist hier
durch den Limes n6 → 0 gegeben, zu dem nur das Residuum des Integranden bei
z = −n6 bzw. z = 0 beitra¨gt. Entsprechendes gilt fu¨r ganzzahlige Werte n6 ≤ 0 und
n1 ≤ 0.
Etwas anders ist die Situation bei n3 + n7 ≤ n4. Hier wird die Singularita¨t im
Integral nur fu¨r n3 ≤ 0 durch den Nenner aufgehoben (wenn dieser Beitrag sowieso
durch M2/Q2 unterdru¨ckt ist). Im Fall n3 = n4 = 1, n7 = 0 bleibt die Singularita¨t
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als Pol 1/(n3 − n4) bestehen. Sie wird durch die entsprechende Singularita¨t mit
umgekehrtem Vorzeichen in F
(2c-h)
LA aufgeboben. Kollineare Regionen weisen ha¨ufig
solche zusa¨tzlichen Singularita¨ten auf, die analytisch regularisiert werden ko¨nnen,
d.h. die Parameter ni werden als komplexe Parameter nahe dem beno¨tigten reellen
Wert verstanden. Die Summe mehrerer oder aller kollinearen Regionen ist endlich
im Rahmen der dimensionalen Regularisierung.
Der einzige singula¨re Beitrag von Gl. (3.10) fu¨r F 1c-1cLA , der nicht durch M
2/Q2 un-
terdru¨ckt ist, tritt bei n1 = n2 = n3 = n4 = n5 = n6 = 1 auf. Er a¨ußert sich in einem
Pol 1/(n13−n24), der durch einen entsprechenden Pol mit umgekehrtem Vorzeichen
in F 2c-2cLA kompensiert wird.
Die Auswertung von denjenigen Mellin-Barnes-Integralen, bei denen nicht nur ein-
zelne Residuen beno¨tigt werden, erfolgt durch Aufsummation aller Residuen auf
einer Seite des Integrationswegs. In einfachen Fa¨llen von Gl. (3.10), bei denen
sich Γ-Funktionen ku¨rzen, kann fu¨r die erste Integration das erste Barnsche Lem-
ma (C.17) angewandt werden (siehe Anhang C.3). In den anderen Fa¨llen werden
die Residuen, die Singularita¨ten im Parameterraum der ni oder in ε produzieren,
separat betrachtet. Fu¨r die restlichen Residuen ko¨nnen alle Limites vollzogen wer-
den (inklusive ε→ 0). Dadurch vereinfachen sich die Summen u¨ber die Residuen, so
dass diese von Mathematica [78] gelo¨st oder in einer Summationstabelle (z.B. [79])
nachgeschlagen werden ko¨nnen.
Die Ergebnisse der einzelnen skalaren Integrale FLA finden sich im Anhang D.1.1
in Gl. (D.2). Der gesamte Beitrag des planaren Vertexdiagramms zum Formfaktor




















































mit L = ln(Q2/M2). Das Vertexdiagramm mit massiven Eichbosonen entha¨lt keine
infraroten Singularita¨ten, deshalb ist der fu¨hrende Pol in ε lediglich eine zweifache
ultraviolette Singularita¨t der Ordnung ε−2.
3.1.2 Nichtplanares Vertexdiagramm
Das nichtplanare Vertexdiagramm (Bezeichnung NP) ist in Abb. 3.4 dargestellt,
links das Feynman-Diagramm, rechts das skalare Diagramm mit Impulsbezeichnun-
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Abbildung 3.4: Nichtplanares Vertexdiagramm (mit skalarem Diagramm)




























k1 = p1 − k − ℓ, k2 = p2 − k − ℓ, k3 = p1 − k, k4 = p2 − ℓ, k5 = k, k6 = ℓ.
(3.15)









Der Beitrag der Amplitude Fµv,NP zum Formfaktor ist Fv,NP. Zum Ku¨rzen von Ska-
larprodukten im Za¨hler von Fv,NP mit Propagatornennern dienen die Umformungen
p1 · k5 = −12(k23 − k25) , k3 · k6 = −12(k21 − k23 − k26) ,
p2 · k6 = −12(k24 − k26) , k4 · k5 = −12(k22 − k24 − k25) .
(3.16)
Als irreduzibles Skalarprodukt bleibt 2k5 · k6 = 2k · ℓ u¨brig. Damit lautet die Defi-
nition der skalaren Zweischleifenintegrale der nichtplanaren Topologie:










((k + ℓ)2 − 2p1 · (k + ℓ))n1 ((k + ℓ)2 − 2p2 · (k + ℓ))n2
× 1
(k2 − 2p1 · k)n3 (ℓ2 − 2p2 · ℓ)n4 (k2 −M2)n5 (ℓ2 −M2)n6 , (3.17)
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mit der Notation aus Gl. (3.6) und n = n123456 (ohne n7). Die Zerlegung von Fv,NP
in skalare Integrale ist im Anhang D.1.2 in Gl. (D.3) aufgefu¨hrt. Durch Ausnutzung
der Symmetrie
FNP(n1, n2, n3, n4, n5, n6, n7) = FNP(n2, n1, n4, n3, n6, n5, n7) (3.18)
wurden skalare Integrale mit n1 < n2 oder n1 = n2 und n3 < n4 oder n1 = n2 und
n3 = n4 und n5 < n6 durch ihre symmetrischen Partner ersetzt.
Zur Auswertung der skalaren Integrale tragen im Rahmen der Expansion by Regions
folgende Regionen bei [75]:
(h-h): k ∼ Q, ℓ ∼ Q
(1c-h): k ‖ p1, ℓ ∼ Q
(h-2c): k ∼ Q, ℓ ‖ p2
(1c-1c): k ‖ p1, ℓ ‖ p1
(2c-2c): k ‖ p2, ℓ ‖ p2
(1c-2c): k ‖ p1, ℓ ‖ p2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1c-1c’): k ‖ p1, k4 ‖ p1
(2c’-2c): k3 ‖ p2, ℓ ‖ p2
(us’-us’): k3 ∼ M2/Q, k4 ∼M2/Q
(1c-us’): k ‖ p1, k4 ∼M2/Q
(us’-2c): k3 ∼ M2/Q, ℓ ‖ p2
In der Regel bezeichnet der erste Eintrag im Namen der jeweiligen Region den
Schleifenimpuls k, der zweite Eintrag den Schleifenimpuls ℓ. Abweichend davon steht
ein gestrichener Eintrag (z.B. 1c’) fu¨r den Impuls k3 bzw. k4. Es ist unerheblich, ob
k5 = k oder k3 kollinear zu p1 ist, da mit dem einen Impuls auch der andere kollinear
zu p1 wird. Es macht aber einen Unterschied, ob k5 oder k3 kollinear zu p2 wird, wie
in den Regionen (2c-2c) bzw. (2c’-2c). Gleiches gilt umgekehrt fu¨r die Kollinearita¨t
von k6 = ℓ oder k4.
Der fu¨hrende Beitrag der jeweiligen Region ha¨ngt u¨ber die folgende Potenz von
M2/Q2 ab (Notation wie in Abschnitt 3.1.1):
(h-h): 2ε
(1c-h): 2− n35 + ε
(h-2c): 2− n46 + ε
(1c-1c): 4− n1356 + n7





(us’-us’): 8− n1256 − 2n34 − 2ε
(1c-us’): 6− n2356 − 2n4 − ε
(us’-2c): 6− n1456 − 2n3 − ε
Der Beitrag jeder Region außer (h-h) kann durch den Faktor M2/Q2 unterdru¨ckt
sein, wenn gewisse Parameter ni nicht ihren Maximalwert ni = 1 haben. Außerdem
tragen die Regionen (1c-1c) und (2c-2c) nur fu¨r n7 = 0 bei und wurden nur fu¨r
diesen Fall berechnet.
Die Beitra¨ge der einzelnen Regionen wurden mit Hilfe von Schwinger-Parametern
und Mellin-Barnes-Transformationen berechnet. Fu¨r die harte Region (h-h) ergab
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sich im Spezialfall n7 = 0 das folgende zweifache Mellin-Barnes-Integral:
F
(h-h)
NP (n1, n2, n3, n4, n5, n6, 0) =(
M2
Q2
)2ε e−niπ e2εγE Γ(d
2













Γ(−z2)Γ(d− n13456 − z2)Γ(n4 + z2)Γ(n5 + z2)
× Γ(−z1 + z2)Γ(
d
2
− n12 − z1 + z2)
Γ(d− n1235 − z1 + z2)Γ(d− n1246 − z1 + z2) . (3.19)
Die Auswertung dieses zweifachen Mellin-Barnes-Integrals, das zudem nur die skala-
ren Integrale mit n7 = 0 abdeckt, wa¨re vergleichsweise aufwa¨ndig gewesen. Deshalb
wurden die masselosen Diagramme, die der harten Region entsprechen, mit der Me-
thode der partiellen Integration berechnet. Das Ergebnis fu¨r das Integral mit der
vollen Topologie ohne Za¨hler, F
(h-h)
NP (1, 1, 1, 1, 1, 1, 0), wurde aus [80] u¨bernommen.
Alle anderen masselosen skalaren Integrale konnten mittels partieller Integration
entweder auf dieses Integral oder auf einfachere Topologien zuru¨ckgefu¨hrt werden.

















































Dieses Ergebnis stimmt mit [69, 70] u¨berein.
Die Beitra¨ge der anderen Regionen wurden mit Hilfe von Schwinger-Parametern und
Mellin-Barnes-Darstellungen berechnet. Ihre fu¨hrenden Beitra¨ge lassen sich durch
einfache Mellin-Barnes-Integrale oder durch schlichte Bru¨che mit Γ-Funktionen aus-
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− n24)Γ(d2 − n16 + n7)Γ(n35 − d2)








− n146 − z)Γ(d2 − n1246 + n37 − z)
Γ(d
2
− n16 − z)
× Γ(n1 + z)Γ(
d
2





NP (n1, n2, n3, n4, n5, n6, 0) =(
M2
Q2









Γ(−z)Γ(n13 − d2 − z)
× Γ(n5 − n4 + z)Γ(
d
2
− n1 + z)Γ(d2 − n24 + z)Γ(d2 − n34 + z)
Γ(d
2










× Γ(n37 − n2)Γ(n47 − n1)Γ(
d
2








NP (n1, n2, n3, n4, n5, n6, n7) =(
M2
Q2












− n347 − z)Γ(n37 − n6 + z)Γ(d2 − n2 + z)Γ(d2 − n16 + n7 + z)
Γ(d
2











× Γ(d− n134)Γ(d− n234)Γ(n13 −
d
2
















− n13)Γ(d− n234)Γ(n24 − d2)Γ(n46 − d2)Γ(n347 − d2)Γ(n2345 − d)




Der Ausdruck fu¨r die (us’-us’)-Region gilt tatsa¨chlich fu¨r beliebige n7, auch wenn n7
darin nicht mehr vorkommt. Der fu¨hrende Beitra¨g des Za¨hlers im Schleifenintegral
von F
(us’-us’)
NP entha¨lt lediglich die Konstante (Q
2)n7 , die durch den Vorfaktor (Q2)−n7
in (3.17) geku¨rzt wird.
Wegen der Symmetrie des Diagramms gilt:
F
(h-2c)
NP (n1, n2, n3, n4, n5, n6, n7) = F
(1c-h)
NP (n2, n1, n4, n3, n6, n5, n7) , (3.27)
F
(2c-2c)
NP (n1, n2, n3, n4, n5, n6, 0) = F
(1c-1c)
NP (n2, n1, n4, n3, n6, n5, 0) , (3.28)
F
(2c’-2c)
NP (n1, n2, n3, n4, n5, n6, n7) = F
(1c-1c’)
NP (n2, n1, n4, n3, n6, n5, n7) , (3.29)
F
(us’-2c)
NP (n1, n2, n3, n4, n5, n6, n7) = F
(1c-us’)
NP (n2, n1, n4, n3, n6, n5, n7) . (3.30)
Bei der großen Zahl von Regionen, die zum nichtplanaren Diagramm beitragen,
stellt sich die berechtigte Frage nach einer U¨berpru¨fung, ob alle relevanten Regio-
nen beru¨cksichtigt worden sind. Fu¨r das nichtplanare Diagramm, wie auch fu¨r viele
andere Diagramme, konnte die Vollsta¨ndigkeit der Regionen folgendermaßen gepru¨ft
werden. Das gesamte skalare Diagramm mit allgemeinen Parametern ohne Za¨hler
wurde mit Hilfe von Schwinger-Parametern in die folgende Form mit einem vier-
fachen Mellin-Barnes-Integral gebracht:
























Γ(n1 + z2)Γ(−z3)Γ(n4 + z3)Γ(−z4)Γ(n46 − d2 − z4)
Γ(d− n3456 − z1)Γ(32d− n123456 − z1)
× Γ(d− n12456 − z1 − z2)Γ(d− n13456 − z1 − z3)Γ(d2 − n46 − z1 + z4)




d− n12356 − 2n4 − z1 − z2 + z4)Γ(n456 − d2 + z1 + z3 − z4)
Γ(d
2
− n12 − z2 + z3 − z4)Γ(32d− n123456 − z1 − z2 + z3 + z4)
. (3.31)
Aus dieser Darstellung konnten die fu¨hrenden Residuen, d.h. diejenigen Beitra¨ge,
die nicht mit M2/Q2 gegenu¨ber anderen unterdru¨ckt sind, extrahiert werden. Dies
ergab 11 Terme, deren Abha¨ngigkeit von M2/Q2 exakt derjenigen der 11 Regionen
entspricht. Manche der Terme sind identisch mit den Ausdru¨cken fu¨r die jeweiligen
Regionen, andere sind durch zusa¨tzliche Mellin-Barnes-Integrale wesentlich kompli-
zierter. Da jedoch keine zusa¨tzlichen Terme mit anderen als den aus den beru¨cksich-
tigen Regionen bekannten Abha¨ngigkeiten von M2/Q2 auftraten, ist davon auszu-
gehen, dass keine weiteren Regionen zum nichtplanaren Diagramm beitragen.
Die Struktur der Singularita¨ten in den Mellin-Barnes-Integralen der einzelnen Re-
gionen ist komplizierter als im Fall des planaren Diagramms. Neben Singularita¨ten,
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die dimensional regularisiert sind (durch ε 6= 0) und Singularita¨ten im Za¨hler der In-
tegrale, die durch entsprechende Singularita¨ten im Nenner der Vorfaktoren kompen-
siert werden, treten Singularita¨ten im Parameterraum der ni auf, die nur zwischen
den kollinearen Regionen (1c-1c), (2c-2c), (1c-2c), (1c-1c’) und (2c’-2c) kompensiert
werden. So wird der Pol 1/(n4 − n5), der fu¨r n1 = n3 = n4 = n5 = n6 = 1, n7 = 0
auftritt, zwischen den Regionen (1c-1c) und (2c’-2c) kompensiert. Entsprechendes
gilt fu¨r den Pol 1/(n3 − n6), der fu¨r n2 = n3 = n4 = n5 = n6 = 1, n7 = 0 in den
Regionen (2c-2c) und (1c-1c’) auftritt. Auch von den Polen 1/(n1−n4), 1/(n2−n3)
und 1/(n13 − n24), die in unterschiedlicher Kombination in den Regionen (1c-1c),
(2c-2c) und (1c-2c) vorkommen, bleibt nach Addition dieser drei Regionen nichts
mehr u¨brig.
Die Auswertung der Mellin-Barnes-Integrale erfolgt wie fu¨r das planare Diagramm
beschrieben. Die Ergebnisse der einzelnen skalaren Integrale FNP finden sich im
Anhang D.1.2 in Gl. (D.4). Der gesamte Beitrag des nichtplanaren Vertexdiagramms













































Das Ergebnis des Vertexdiagramms entha¨lt nur einen einfachen Pol in ε. Dies ist
darauf zuru¨ckzufu¨hren, dass jede Schleife des Zweischleifendiagramms vier Propa-
gatoren entha¨lt und fu¨r sich gesehen ultraviolett-konvergent ist. Erst die zweite
Schleifenintegration produziert eine ultraviolette Singularita¨t.
3.1.3 Vertexdiagramm mit Benz-Topologie
Das Vertexdiagramm mit Benz-Topologie (Bezeichnung BE) ist in Abb. 3.5 als
Feynman-Diagramm und als skalares Diagramm mit Impulsbezeichnungen darge-
stellt. Der Name Benz-Topologie leitet sich von der bekannten Form ab, die man
erha¨lt, wenn die Linien 2, 1, 3, p1, p2 einen Kreis bilden, von dessen Rand aus a¨qui-
distant die Linien 4, 6, 5 weggehen, um sich in der Kreismitte zu treffen. Das horizon-
tal gespiegelte Feynman-Diagramm liefert aus Symmetriegru¨nden denselben Beitrag













Abbildung 3.5: Vertexdiagramm mit Benz-Topologie (mit skalarem Diagramm)




























k1 = p1 − ℓ, k2 = p2 − ℓ, k3 = p1 − k, k4 = ℓ, k5 = k, k6 = k − ℓ. (3.34)










Der Beitrag der Amplitude Fµv,BE zum Formfaktor ist Fv,BE. Das Ku¨rzen der Ska-
larprodukte im Za¨hler von Fv,BE mit Propagatornennern erledigen die folgenden
Umformungen:
p1 · k5 = −12(k23 − k25) , p1 · k4 = −12(k21 − k24) ,
p2 · k4 = −12(k22 − k24) , k4 · k5 = −12(k26 − k24 − k25) .
(3.35)
Als irreduzibles Skalarprodukt verbleibt 2p2 · k5 = 2p2 · k. Die skalaren Zweischlei-
fenintegrale der Benz-Topologie sind folgendermaßen definiert:










(ℓ2 − 2p1 · ℓ)n1 (ℓ2 − 2p2 · ℓ)n2 (k2 − 2p1 · k −M2)n3
× 1
(ℓ2 −M2)n4 (k2)n5 ((k − ℓ)2)n6 , (3.36)
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mit der Notation aus Gl. (3.6) und n = n123456 (ohne n7). Die Zerlegung von Fv,BE in
skalare Integrale findet sich im Anhang D.1.3 in Gl. (D.5). Das Benz-Diagramm weist
keine Symmetrie auf, mit der analog zum planaren und nichtplanaren Diagramm
verschiedene skalare Integrale zueinander in Beziehung gesetzt werden ko¨nnten.
Zur Expansion by Regions fu¨r die Auswertung der skalaren Integrale tragen folgende
Regionen bei:
(h-h): k ∼ Q, ℓ ∼ Q
(1c-h): k ‖ p1, ℓ ∼ Q
(h-2c): k ∼ Q, ℓ ‖ p2
(us-2c): k ∼M2/Q, ℓ ‖ p2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1c-1c): k ‖ p1, ℓ ‖ p1
(2c-2c): k ‖ p2, ℓ ‖ p2
(1c-2c): k ‖ p1, ℓ ‖ p2
Der fu¨hrende Beitrag der jeweiligen Region ha¨ngt u¨ber die folgende Potenz von
M2/Q2 ab (Notation wie in Abschnitt 3.1.1):
(h-h): 2ε
(1c-h): 2− n35 + ε
(h-2c): 2− n24 + ε
(us-2c): 6− n2346 − 2n5 + n7 − ε
∣∣∣∣∣∣∣∣
(1c-1c): 4− n13456
(2c-2c): 4− n2456 + n7
(1c-2c): 4− n2345
Die Regionen (us-2c) und (2c-2c) sind gegenu¨ber (h-h) unterdru¨ckt, wenn n7 > 0
ist. Außerdem tritt fu¨r n1 = n3 = n4 = n5 = n6 = 1 der Fall ein, dass der Beitrag
der Region (1c-1c) von der Ordnung (M2/Q2)−1 ist, also einen Pol in M2 aufweist.
Dieser Pol wird jedoch vom Vorfaktor des skalaren Diagramms in der Zerlegung (D.5)
geku¨rzt, der in all diesen Fa¨llen proportional zu M2/Q2 ist.
Die Beitra¨ge aller Regionen wurden mit Hilfe von Schwinger-Parametern und Mellin-
Barnes-Darstellungen fu¨r allgemeine Parameter ni als maximal zweifache Mellin-
Barnes-Integrale dargestellt. Zur Vereinfachung von Summen aus mehreren Termen






i! (n− i)! a
i bn−i (3.37)













wobei wie fu¨r die Parameter ni die Notation i12··· = i1+ i2+ . . . eingefu¨hrt wird. Die
Beitra¨ge der Regionen lauten:
F
(h-h)









i1! i2! i3! (n7 − i123)!
× Γ(n1 + i3)Γ(n4 + i2)Γ(
d
2
− n35)Γ(d− n13456 + i1)Γ(n123456 − d)








− n56 + i12 − z)Γ(d− n36 − 2n5 + i123 − z)
Γ(d− n36 − 2n5 + i12 − z)
× Γ(n5 + z)Γ(
d
2
− n24 + n7 − i12 + z)Γ(n3567 − i123 − d2 + z)


















− n246 − z)Γ(n6 + z)Γ(d2 − n5 + n7 + z)Γ(n1246 − d2 + z)
Γ(d
2














− n2)Γ(d2 − n35)Γ(d2 − n1356 + n2)Γ(d2 − n56 + n7)Γ(n24 − d2)Γ(n356 − d2)











− n5 + n7)Γ(d− n256 + n7)
Γ(n2)Γ(n3)Γ(n4)Γ(n5)Γ(n6)Γ(n5 − n17)
× Γ(n35 − d2)Γ(n25 − n17 − d2)Γ(n56 − n7 − d2)Γ(n2456 − n7 − d) , (3.41)
F
(1c-1c)





















Γ(−z1)Γ(n16 − i1 − d2 − z1)Γ(n1356 − i1 − d− z1)Γ(n4 + i1 + z1)
Γ(n1 + i2 − z1)
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Γ(−z2)Γ(d2 − n56 + i1 − z2)Γ(n5 + z2)
Γ(n1 − n5 + i2 − z1 − z2)




− n1 + n7 − i2 + z1 + z2)Γ(d2 − n2 + n7 + z1 + z2)
Γ(d
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i1! i2! i3! (n7 − i123)!








− n6 + i23)Γ(d− n256 + n7 + i3)Γ(n56 − i23 − d2)Γ(n2456 − n7 − d)
Γ(d
2










× Γ(n2 − n16)Γ(
d
2




− n16)Γ(d2 − n6 + n7)
. (3.44)
Diese Ausdru¨cke fu¨r die 7 Regionen konnten, a¨hnlich wie in Abschnitt 3.1.2 fu¨r
das nichtplanare Diagramm, auch durch eine Berechnung des gesamten skalaren
Diagramms ohne Entwicklung in den Regionen erzielt werden. Das skalare Benz-
Diagramm mit allgemeinen Parametern (inklusive Za¨hler) wurde mit Hilfe von
Schwinger-Parametern in die folgende Form mit einem dreifachen Mellin-Barnes-
Integral und einer dreifachen Summe gebracht:


























× Γ(d− n13456 + i1 − z1)Γ(n123456 − d+ z1)
Γ(3
2
d− n123456 + n7 − z1) Γ(−z2)Γ(n4 + i2 + z2)
× Γ(−z3)Γ(d2 − n56 + i12 − z3)Γ(n5 + z3)Γ(d2 − n2 + n7 − i1 + z2 + z3)
× Γ(−n4 − i2 − z1 − z2)Γ(
d
2
− n345 − i2 − z1 − z2)
Γ(d− n3456 + i13 − z1 − z2)
× Γ(d− n346 − 2n5 + i13 − z1 − z2 − z3)Γ(n34567 − i13 −
d
2
+ z1 + z2 + z3)





Die Extraktion der fu¨hrenden Beitra¨ge in M2/Q2 ergab 7 Terme. Diese waren zwar
teilweise komplizierter als die obigen Ausdru¨cke fu¨r die 7 Regionen, aber nach Um-
formungen und Vereinfachungen konnten alle Terme mit dem Ausdruck je einer
Region identifiziert werden.
Die harte (h-h)-Region wurde außer durch Berechnung der Mellin-Barnes-Integrale
auch durch partielle Integration der masselosen Integrale ausgewertet. Die Ergebnis-
se der beiden Methoden stimmen u¨berein. Das Ergebnis des masselosen Feynman-



















































Dieses Ergebnis stimmt mit [69, 70] u¨berein.
Die Auswertung der Mellin-Barnes-Integrale erfolgte im wesentlichen wie fu¨r das
planare Diagramm beschrieben. Singularita¨ten, die nicht dimensional regulari-
siert sind, treten ausschließlich zwischen den (c-c)-Regionen (1c-1c), (2c-2c) und
(1c-2c) auf. In den Fa¨llen FBE(n1, 1, n3, 1, 1, 1, 0) mit n1 + n3 = 1 wird der Pol
1/(n13 − n2) zwischen den Regionen (1c-1c) und (2c-2c) kompensiert. Und in den
Fa¨llen FBE(n1, 1, 1, 1, 1, n6, n7) mit beliebigem n7 und n1 + n6 = 1 wird der Pol
1/(n16 − n2) zwischen den Regionen (1c-1c) und (1c-2c) kompensiert.
Am kompliziertesten ist die Auswertung der (1c-1c)-Region mit dem zweifachen
Mellin-Barnes-Integral. Wenn einer der Parameter ni, i = 3, 4, 5 oder 6, kleiner als 1
ist, geht der Nenner des Vorfaktors mit 1/Γ(ni) gegen Null. Dann liefern nur diejeni-
gen Residuen des Integrals einen Beitrag, die mit einer entsprechenden Singularita¨t
Γ(ni) die Nullstelle des Vorfaktors ku¨rzen. Im Fall n1 = 0 verschwinden Summan-
den mit i2 > 0. Fu¨r n1 = i2 = 0 aber ku¨rzen sich je zwei Γ-Funktionen Γ(−z1) und
Γ(d
2
+ n7 + z1 + z2), so dass der Integrand einfacher wird. Auch wenn n2 ≤ 0 ist,
kann Γ(d
2
+ n7 + z1 + z2) geku¨rzt werden. Der Nenner Γ(n1 − n5 − z1 − z2) kann
immer geku¨rzt werden, falls no¨tig mit der Umformung Γ(x+ 1) = xΓ(x) im Za¨hler.
Deswegen kann das z2-Integral fu¨r n1 = 0 oder n2 ≤ 0 mit dem ersten Barnschen
Lemma (C.17) gelo¨st werden.
Die Schwierigkeit der (1c-1c)-Region zeigt sich bei der vollen Topologie, also fu¨r
F
(1c-1c)
BE (1, 1, 1, 1, 1, 1, n7). Dann ist der fu¨hrende Beitrag, wie bereits vorher analy-
siert, von der Ordnung (M2/Q2)−1, alle anderen Regionen sind gegenu¨ber (1c-1c)
mit M2/Q2 unterdru¨ckt. (Letzteres gilt auch fu¨r den einfacheren Fall n2 ≤ 0.) Die
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analytische Auswertung des doppelten Mellin-Barnes-Integrals fu¨r die volle Topolo-
gie zeigte sich als zu schwierig. Allerdings sind diese Integrale in d = 4 Dimensionen
endlich, so dass sie bis auf den Faktor Q2/M2 lediglich Konstanten liefern. Die-
se wurden durch einen Ansatz in Kombination mit einer numerischen Auswertung
der Integrale bestimmt. Neben den bisherigen analytischen Konstanten ζ2 = π
2/6,
ζ3 ≈ 1,202057 und ζ4 = π4/90 tauchen in diesen Ergebnissen neue analytische Kon-
stanten auf: ln4 2, π2 ln2 2 sowie der Polygarithmus Li4(
1
2
) ≈ 0,517479 (B.12).
Die skalaren Integrale FBE(1, 1, 1, 1, 1, 1, n7) mit der vollen Topologie und Za¨hler,
n7 > 0, wurden nicht direkt durch Auswertung von Gl. (3.42) gelo¨st, sondern auf
Integrale ohne Za¨hler zuru¨ckgefu¨hrt. Dazu wurde mit Hilfe des in [81] beschriebe-
nen Algorithmus, der teilweise auf [82,83] zuru¨ckgeht, das Zweischleifenintegral mit
Schwinger-Parametern geschrieben und die Tensorreduktion in dieser Form durch-
gefu¨hrt. Als Ergebnis erha¨lt man Integrale ohne Za¨hler mit ho¨heren Propagatorpo-
tenzen und einer erho¨hten Zahl von Raum-Zeit-Dimensionen. Das Ergebnis wurde
anhand einer direkten numerischen Auswertung von (3.42) u¨berpru¨ft.
Die Ergebnisse der einzelnen skalaren Integrale FBE finden sich im Anhang D.1.3 in
Gl. (D.6). Der gesamte Beitrag des Benz-Diagramms zum Formfaktor in fu¨hrender















































π2 ln2 2− 28
15












3.1.4 Vertexdiagramm mit Fermion-Selbstenergie
Das Vertexdiagramm mit Selbstenergie-Einsetzung in einen der Fermionpropaga-
toren (Bezeichnung fc) ist in Abb. 3.6 mit dem skalaren Diagramm dargestellt.
Das horizontal gespiegelte Feynman-Diagramm mit der Selbstenergie-Einsetzung im
anderen Fermionpropagator liefert aus Symmetriegru¨nden denselben Beitrag zum
Formfaktor. Das hier berechnete Diagramm muss also zweifach geza¨hlt werden.






































Abbildung 3.6: Vertexdiagramm mit Fermion-Selbstenergie (mit skalarem Dia-
gramm)
mit den Impulsen
k1 = p1 − p2 + k, k2 = k, k3 = k − p2, k4 = k + ℓ, k5 = ℓ. (3.49)
Der Farbfaktor dieses Vertexdiagramms ist der gleiche wie der des planaren Vertex-
diagramms:
tatbtbta = C2F 1 .
Der Beitrag der Amplitude Fµv,fc zum Formfaktor ist Fv,fc. Zum Ku¨rzen der meisten
Skalarprodukte im Za¨hler von Fv,fc mit Propagatornennern dienen die folgenden
Umformungen:
p2 · k2 = −12(k23 − k22) , k1 · k2 = −12(q2 − k21 − k22) ,
k3 · k2 = −12(k22 − k24) , k2 · k5 = +12(k24 − k22 − k25) .
(3.50)
Die vorliegende Topologie hat nur 5 Propagatoren (anstelle von 6 Propagatoren bei
den vorhergehenden Topologien). Von den 7 unabha¨ngigen Skalarprodukten, die aus
den externen Impulsen und den Schleifenimpulsen gebildet werden ko¨nnen, bleiben
also formal zwei irreduzible Skalarprodukte p1,2 · k5 u¨brig, die nicht geku¨rzt werden
ko¨nnen. Jedoch erlaubt die einfache Struktur der Topologie eine Tensorreduktion
(siehe Anhang C.2) fu¨r die innere Schleifenintegration, indem man p1,2 · k5 = pν1,2ℓν
schreibt. Die Tensorintegrale werden mit Hilfe von (C.13) und (C.15) auf skalare
Integrale zuru¨ckgefu¨hrt. Die bei der Tensorreduktion entstehenden Skalarprodukte
p1,2 · k = p1,2 · k2, ℓ2 = k25 und ℓ · k = k5 · k2 ko¨nnen mittels (3.49) und (3.50) geku¨rzt
werden, so dass fu¨r diese Topologie keine irreduziblen Skalarprodukte verbleiben.
Die skalaren Zweischleifenintegrale sind folgendermaßen definiert:









((p1 − p2 + k)2)n1 (k2)n2 (k2 − 2p2 · k −M2)n3 ((k + ℓ)2)n4 (ℓ2 −M2)n5 , (3.51)
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mit der Notation aus Gl. (3.6) und n = n12345. Der zweite Propagator kommt im
urspru¨nglichen Integral (3.48) bereits zweifach vor. Seine Potenz n2 wird durch Fak-
toren 1/k2 aus der Tensorreduktion weiter erho¨ht. Durch das Ku¨rzen von Skalar-
produkten tritt jedoch nur n2 ≤ 2 auf. Die Zerlegung von Fv,fc in skalare Integrale
ist im Anhang D.1.4 in Gl. (D.7) aufgefu¨hrt.
Mit Hilfe von Schwinger-Parametern und Mellin-Barnes-Darstellungen kann das ska-
lare Integral (3.51) in eine Form mit einem zweifachem Mellin-Barnes-Integral ge-
bracht werden:

















× Γ(d− n2345 − z1)Γ(n12345 − d+ z1)
Γ(3
2
d− n12345 − z1) Γ(−z2)Γ(n3 + z2)Γ(
d
2
− n1 + z2)
× Γ(−n3 − z1 − z2)Γ(
d
2
− n35 − z1 − z2)Γ(n345 − d2 + z1 + z2)
Γ(d− n345 − z1 − z2)Γ(n2345 − d2 + z1 + z2)
. (3.52)
Die Extraktion der fu¨hrenden Terme in M2/Q2 liefert folgende Beitra¨ge:
F
(h-h)









− n13)Γ(d2 − n4)Γ(d2 − n5)Γ(d− n2345)Γ(n45 − d2)Γ(n12345 − d)













− n1)Γ(d2 − n4)Γ(d2 − n5)Γ(d2 + n1 − n245)Γ(n13 − d2)Γ(n45 − d2)
Γ(n1)Γ(n3)Γ(n4)Γ(n5)Γ(d− n45)Γ(d− n245) , (3.54)
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(2c-2c)


















− z)Γ(n245 − d− z)Γ(n3 + z)Γ(d2 − n1 + z)Γ(d2 − n2 + z)












− n13)Γ(d2 − n234)Γ(n1234 − d2)Γ(n5 − d2)
















Diese 5 Beitra¨ge entsprechen exakt denen, die man im Rahmen der Expansion by
Regions bekommt:
(h-h): k ∼ Q, ℓ ∼ Q
(1c’-h): k3 ‖ p1, ℓ ∼ Q
(2c-2c): k ‖ p2, ℓ ‖ p2
∣∣∣∣∣∣∣
(h-s): k ∼ Q, ℓ ∼M
(1c’-s): k3 ‖ p1, ℓ ∼M
Wie bereits aus den Gleichungen (3.53)–(3.57) ersichtlich, ha¨ngt der fu¨hrende Bei-
trag der jeweiligen Region u¨ber die folgende Potenz von M2/Q2 ab:
(h-h): 2ε
(1c’-h): 2− n13 + ε
(2c-2c): 4− n2345
∣∣∣∣∣∣ (h-s): 2− n5 + ε(1c’-s): 4− n135
Nur n2 kann den Wert 2 annehmen, die anderen Parameter n1, n3, n4 und n5 sind
nach oben durch den Wert 1 beschra¨nkt. Deshalb sind die Regionen (h-s) und (1c’-s)
gegenu¨ber der (h-h)-Region unterdru¨ckt. Fu¨r n2 = 2 und n3 = n4 = n5 = 1 ist der
Beitrag der (2c-2c)-Region von der Ordnung (M2/Q2)−1. Dieser Pol in M2 wird
jedoch vom jeweiligen Vorfaktor in der Zerlegung (D.7) geku¨rzt.







































Dieses Ergebnis stimmt mit [69, 70, 80] u¨berein.
Von allen Beitra¨gen zum massiven Diagramm weist nur die (2c-2c)-Region ein
Mellin-Barnes-Integral auf, das jedoch auf die u¨bliche Weise berechnet werden kann.
Singularita¨ten im Parameterraum zwischen den Regionen treten in der fu¨hrenden
Ordnung in M2/Q2 nicht auf. Die (2c-2c)-Region besitzt einen Beitrag, der zu
Γ(n24 − n1) proportional ist. Dieser kann nur fu¨r n24 ≤ 1 singula¨r sein. Dann aber
ist die (2c-2c)-Region durch M2/Q2 unterdru¨ckt, ebenso wie die (1c’-s)-Region, die
diese Singularita¨t kompensiert.
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Neben der Auswertung der obigen Regionen wurden sowohl das massive als auch
das masselose Diagramm mit Fermion-Selbstenergie zusa¨tzlich durch Reduktion der
Integrale auf einfachere Topologien mittels partieller Integration berechnet. Die Re-
sultate stimmen jeweils u¨berein.
Die Ergebnisse der einzelnen skalaren Integrale Ffc sind im Anhang D.1.4 in Gl. (D.8)
aufgelistet. Der gesamte Beitrag des Diagramms mit Fermion-Selbstenergie ergibt























− L3 + 5L2 − 33
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Fu¨r die Renormierung der Fermion-Feldsta¨rke gema¨ß dem LSZ-Theorem werden die
Selbstenergiekorrekturen an den a¨ußeren Fermionlinien beno¨tigt. Diese Korrekturen
haben die Form
Σ˜ = −i/pΣ(p2) , (3.60)
wobei p = p1,2 mit p
2 = 0 der externe Fermionimpuls ist. Aus der Amplitude Σ˜ der
Selbstenergiekorrektur la¨sst sich die skalare Funktion Σ durch Projektion extrahieren




Tr(/p Σ˜) . (3.61)
Die Selbstenergiekorrektur wird fu¨r p2 = 0 beno¨tigt. Allerdings tritt in der Projek-
tion (3.61) der Faktor 1/p2 auf. Deshalb muss die Auswertung zuna¨chst bei einem
infinitesimalen, aber endlichen Wert von p2 geschehen. Die Pole in p2 fallen im
Gesamtergebnis heraus. Der Limes p2 → 0 muss vor dem Limes ε→ 0 der dimensio-
nalen Regularisierung vollzogen werden, um die Selbstenergie beim Wert p2 = 0 zu
erhalten. Die Limites p2 → 0 und ε→ 0 vertauschen bei Feynman-Diagrammen, die
fu¨r p2 = 0 infrarot-konvergent sind, was fu¨r die Selbstenergiediagramme der Fall ist.
Allerdings ko¨nnen einzelne skalare Diagramme infrarote Singularita¨ten aufweisen,
so dass die beiden Limites fu¨r sie nicht vertauschen und die Unterschiede zwischen
den Reihenfolgen der Limites nur in der Summe aller Beitra¨ge herausfallen.
In der vorliegenden Arbeit wurde konsequent die Entwicklung um p2 = 0 vor der
Entwicklung um ε = 0 durchgefu¨hrt. Dann entspricht die Entwicklung in p2 einer










Abbildung 3.7: Selbstenergiekorrektur mit T1-Topologie (mit skalarem Dia-
gramm)
Die Selbstenergiekorrektur mit T1-Topologie ist in Abb. 3.7 zusammen mit dem


























k1 = k + p, k2 = k, k3 = ℓ, k4 = ℓ+ p, k5 = k + ℓ+ p. (3.63)










Die skalare Funktion ΣT1 ergibt sich aus der Amplitude Σ˜T1 entsprechend Gl. (3.61).
Zum Ku¨rzen von Skalarprodukten im Za¨hler von ΣT1 mit Propagatornennern dienen
die Umformungen
k2 · p = +12(k21 − k22 − p2) , k2 · k4 = +12(k25 − k22 − k24) ,
k3 · p = +12(k24 − k23 − p2) , k3 · k1 = +12(k25 − k23 − k21) .
(3.64)
Mit (3.63) und (3.64) ko¨nnen alle Skalarprodukte geku¨rzt werden. Die skalaren Zwei-
schleifenintegrale wurden folgendermaßen definiert:
BT1(p









((k + p)2)n1 (k2 −M2)n2 (ℓ2 −M2)n3 ((ℓ+ p)2)n4 ((k + ℓ+ p)2)n5 , (3.65)
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mit der Notation aus Gl. (3.6) und n = n12345. Die Integrale wurden so definiert,
dass sie in d = 4 − 2ε Raum-Zeit-Dimensionen keine Massendimension aufweisen.
Fu¨r die Auswertung des Selbstenergiediagramms bei infinitesimalem p2 wurde
BT1(p
2;n1, n2, n3, n4, n5) = B
0
T1(n1, n2, n3, n4, n5) +
p2
M2
B′T1(n1, n2, n3, n4, n5) + . . .
mit
B0T1(n1, n2, n3, n4, n5) = BT1(p












definiert. Die Zerlegung von ΣT1 in skalare Integrale (3.66) und (3.67) ist im An-
hang D.1.5 in Gl. (D.9) dargestellt. Durch Ausnutzung der Symmetrie
BT1(p
2;n1, n2, n3, n4, n5) = BT1(p
2;n4, n3, n2, n1, n5) (3.68)
wurden skalare Integrale mit n1 < n4 oder n1 = n4 und n2 < n3 durch ihre symme-
trischen Partner ersetzt.
Zur Auswertung der skalaren Integrale wurde (3.65) zuna¨chst fu¨r allgemeines p2 mit
Schwinger-Parametern αi und Mellin-Barnes-Darstellungen geschrieben:
BT1(p













































+ α1α3α4 + α2α3α4 + α1α2α5 + α2α3α5 + α1α4α5 + α3α4α5
)z1
, (3.69)
wobei die Menge S der Indizes, u¨ber die in der δ-Funktion summiert wird, eine
beliebige, nicht leere Teilmenge der 5 Indizes sein darf: ∅ 6= S ⊆ {1, 2, 3, 4, 5}. Die













Die Integrale u¨ber die Schwinger-Parameter ko¨nnen anschließend gelo¨st werden. Fu¨r
B0T1 ergibt sich














− n12 − z)
× Γ(d− n1245 − z)
Γ(d− n125 − z)
Γ(n2 + z)Γ(n125 − d2 + z)Γ(n12345 − d+ z)
Γ(n12 + z)
. (3.70)
Das Ergebnis fu¨r B′T1 kann durch die Funktion B
0
T1 mit erho¨hter Raum-Zeit-
Dimension und erho¨hten Propagator-Potenzen ausgedru¨ckt werden:
B′T1(n1, n2, n3, n4, n5) = −d++
(
1+2+3+ + 1+2+4+ + 1+3+4+ + 2+3+4+
+ 1+2+5+ + 2+3+5+ + 1+4+5+ + 3+4+5+
)
B0T1(n1, n2, n3, n4, n5) , (3.71)
wobei die Operatoren d++ und i+ (i = 1, . . . , 5) entsprechend folgender Definition
wirken:
d++B0T1(n1, n2, n3, n4, n5) = B
0




i+B0T1(. . . , ni, . . .) = niB
0
T1(. . . , ni + 1, . . .) . (3.73)
Die Auswertung des Mellin-Barnes-Integrals in B0T1 und B
′
T1 erfolgte mit den bereits
beschriebenen Methoden. Zusa¨tzlich wurde die Selbstenergiekorrektur auch durch
Reduktion auf einfachere Topologien mittels partieller Integration berechnet. Beide
Methoden liefern identische Resultate. Die Ergebnisse der einzelnen skalaren Inte-
grale B0T1 und B
′
T1 finden sich im Anhang D.1.5 in Gl. (D.10). Der gesamte Beitrag




























3.2.2 Selbstenergiekorrektur mit T2-Topologie
Die Selbstenergiekorrektur mit T2-Topologie ist in Abb. 3.8 zusammen mit dem































Abbildung 3.8: Selbstenergiekorrektur mit T2-Topologie (mit skalarem Dia-
gramm)
mit den Impulsen
k1 = k + p, k2 = k, k3 = k + ℓ+ p, k4 = ℓ. (3.76)
Der Farbfaktor dieses Diagramms ist der gleiche wie der des planaren Vertexdia-
gramms:
tatbtbta = C2F 1 .
Die skalare Funktion ΣT2 ergibt sich aus der Amplitude Σ˜T2 entsprechend Gl. (3.61).
Zum Ku¨rzen von Skalarprodukten im Za¨hler von ΣT2 mit Propagatornennern ko¨nnen
die Relationen
k1 · k3 = −12(k24 − k21 − k23) , k1 · p = −12(k22 − k21 − p2) (3.77)
verwendet werden. Das Skalarprodukt k3 · p bleibt formal als irreduzibel zuru¨ck.
Es kann jedoch mittels Tensorreduktion entsprechend (C.13) und (C.15) eliminiert
werden. Die Definition der skalaren Zweischleifenintegrale lautet folgendermaßen:
BT2(p










((k + p)2)n1 (k2 −M2)n2 ((k + ℓ+ p)2)n3 (ℓ2 −M2)n4 , (3.78)
mit der Notation aus Gl. (3.6) und n = n1234. Fu¨r die Entwicklung um p
2 = 0
wurden B0T2(n1, n2, n3, n4) und B
′
T2(n1, n2, n3, n4) in Analogie zu (3.66) und (3.67)




T2 findet sich im
Anhang D.1.6 in Gl. (D.11).
Fu¨r allgemeines p2 la¨sst sich (3.78) als zweifaches Mellin-Barnes-Integral schreiben:
BT2(p





















Γ(−z2)Γ(d2 − n2 − z2)
Γ(d
2
− n12 − z1 − z2)
Γ(d
2
− n2 − z1 − z2)
× Γ(n2 + z1 + z2)Γ(n123 −
d
2
+ z1 + z2)Γ(n1234 − d+ z1 + z2)




Wie in Abschnitt 3.2.1 erha¨lt man die Entwicklung um p2 = 0 aus den Residuen des
z1-Integrals bei z1 = 0 und z1 = 1:














− n12 − z)
× Γ(n2 + z)Γ(n123 −
d
2
+ z)Γ(n1234 − d+ z)
Γ(n12 + z)
, (3.80)


















− n2 − z)
Γ(d
2
− n2 − 1− z)
Γ(n2 + 1 + z)Γ(n123 + 1− d2 + z)Γ(n1234 + 1− d+ z)
Γ(n12 + 1 + z)
.
(3.81)
Neben der Auswertung dieser Mellin-Barnes-Integrale wurde die Selbstenergiekor-
rektur mit T2-Topologie auch durch Reduktion auf einfachere Topologien mittels
partieller Integration berechnet. Die Resultate der beiden Methoden stimmen u¨ber-
ein, und die Ergebnisse der einzelnen skalaren Integrale sind im Anhang D.1.6
























3.2.3 Sonstige Beitra¨ge mit Selbstenergiekorrekturen
Ein weiteres Selbstenergiediagramm tra¨gt zum Zweischleifenformfaktor bei. Es ist
in Abb. 3.9 dargestellt. Dieses Diagramm ist jedoch lediglich ein Produkt aus Ein-
Abbildung 3.9: Selbstenergiekorrektur mit Einschleifentopologie




Σ˜1 = −i/p (Σ1)2 , (3.83)
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Aus der Feldsta¨rkerenormierung ergibt sich gema¨ß Gl. (2.5) ein weiterer Beitrag:
das Produkt aus der Einschleifen-Vertexkorrektur F1,v (1.76) mit der Einschleifen-
Selbstenergiekorrektur Σ1. Insgesamt erha¨lt man folgende weitere Beitra¨ge:
(Σ1)




Σ1 = F1Σ1 , (3.85)
da sich die beiden Einschleifenkorrekturen gerade zum Einschleifenformfaktor F1
addieren. Weil F1 in d = 4 Raum-Zeit-Dimensionen endlich ist, genu¨gt fu¨r Σ1 im
zweiten Faktor des Produkts die Ordnung ε0. Aber da Σ1 einen 1/ε-Pol entha¨lt,
wird von F1 auch die lineare Ordnung in ε beno¨tigt. Mit den Ergebnissen aus (1.79)







































3.3 Zusammenfassung der abelschen Beitra¨ge
Die abelschen Zweischleifenbeitra¨ge sind nun komplett. Dies sind die Beitra¨ge zum
Formfaktor mit dem Farbfaktor C2F , der in einem abelschen U(1)-Modell mit CF = 1
gerade eins ist. Drei der vorgestellten Diagramme, das nichtplanare Vertexdiagramm
(Abschnitt 3.1.2), das Vertexdiagramm mit Benz-Topologie (Abschnitt 3.1.3) und
die Selbstenergiekorrektur mit T1-Topologie (Abschnitt 3.2.1) haben einen Farb-
faktor, in dem auch CA vorkommt. Wie in einer abelschen Theorie wird zuna¨chst
CA = 0 gesetzt, um die abelschen Beitra¨ge separat zu betrachten. Die nichtabelschen
Terme mit dem Faktor CFCA werden in Kapitel 4 durch weitere Beitra¨ge erga¨nzt.








+ 2Fv,fc + ΣT1|C2
F
+ ΣT2 + F1Σ1 , (3.87)
wobei beru¨cksichtigt wurde, dass die Vertexdiagramme mit Benz-Topologie und mit
Fermion-Selbstenergie zweifach vorkommen. Nach Einsetzen der Ergebnisse aus den
Gleichungen (3.13), (3.32), (3.47), (3.59), (3.74), (3.82) und (3.86) heben sich die
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Pole in ε gegenseitig auf, und der Limes ε → 0 kann vollzogen werden. Man erha¨lt





























π2 ln2 2− 52
15








mit L = ln(Q2/M2).
Die U¨bereinstimmung von (3.88) mit den C2F -Termen aus der Evolutionsgleichung
in (1.73) ist offensichtlich. Die Vorhersagen der Evolutionsgleichung wurden also
fu¨r den abelschen Fall besta¨tigt. Der Koeffizient des linearen Logarithmus und die
Konstante in (3.88) sind ein neues Ergebnis. Aus dem Vergleich mit der Darstel-






= 0 . (3.89)
Alle anderen Terme im Koeffizienten des linearen Logarithmus in (1.65) sind bereits
aus (1.67), (1.69) und (1.72) bekannt.







+0,5L4 − 3L3 + 14,5797L2 − 19,6291L+ 26,4097
)
. (3.90)
Das Schema der alternierenden Koeffizienten setzt sich fort: Vom fu¨hrenden L4 u¨ber
die na¨chstfu¨hrenden Logarithmen bis hin zur Konstanten nimmt die Gro¨ße der Ko-
effizienten – bei wechselnden Vorzeichen – zu.
Zur Gro¨ßenabscha¨tzung der Einzelterme wird wieder α/(4π) = 0,003, CF = 3/4
fu¨r die SU(2)-Gruppe, M = 80GeV und Q = 1000GeV gesetzt. Die Beitra¨ge der
logarithmischen Terme zum Formfaktor lauten in Promille:
L4 → +1,6 , L3 → −2,0 , L2 → +1,9 , L1 → −0,5 , L0 → +0,1 . (3.91)
Wa¨hrend die Beitra¨ge der drei aus der Evolutionsgleichung bekannten Logarithmen
L4, L3 und L2 von der gleichen Gro¨ßenordnung sind, beginnt die logarithmische
Reihe danach zu
”
konvergieren“: Der lineare L1 liefert einen wesentlich kleineren
Beitrag als die drei ho¨heren Logarithmenpotenzen. Und die Konstante L0, die nur
noch 0,1 Promille zum Formfaktor beitra¨gt, ist vernachla¨ssigbar.
Der abelsche Zweischleifenformfaktor ist in Abb. 3.10 graphisch als Funktion des Im-
pulsu¨bertrags Q dargestellt. Dabei sind die sukzessiven logarithmischen Na¨herungen
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Abbildung 3.10: Abelscher Zweischleifenformfaktor in sukzessiven logarithmi-
schen Na¨herungen
gezeichnet: die fu¨hrende logarithmische Na¨herung (LL) mit L4, die na¨chstfu¨hrende
(NLL) mit L4 und L3, NNLL mit L4 bis L2, N3LL mit allen Logarithmen ohne die
Konstante und der kompletten abelsche Zweischleifenformfaktor mit allen Beitra¨gen.
Aufgrund der großen Koeffizienten vor den na¨chstfu¨hrenden Logarithmen mit alter-
nierenden Vorzeichen setzt sich das asymptotische L4-Verhalten des Zweischleifen-
formfaktors im TeV-Energiebereich nicht durch. Auch der lineare Logarithmus lie-
fert noch einen signifikanten Beitrag, der fu¨r ein Ergebnis mit Promille-Genauigkeit
no¨tig ist. Allerdings kann die Konstante vernachla¨ssigt werden, so dass bereits die






In diesem Kapitel geht es um die nichtabelschen Beitra¨ge zum Zweischleifenformfak-
tor, der in Abschnitt 1.5 eingefu¨hrt wurde. Dies sind Beitra¨ge, die in einer nichtabel-
schen spontan gebrochenen SU(2)-Eichtheorie zusa¨tzlich zu denen eines abelschen
U(1)-Modells (siehe Kapitel 3) auftreten. Eine Vero¨ffentlichung der Ergebnisse dieses
Kapitels wurde eingereicht [28].
Zum einen handelt es sich dabei um Diagramme, die in einer SU(N)-Theorie den
Farbfaktor CFCA besitzen. Diese sind jedoch fu¨r sich gesehen nicht eichinvariant. Die
Eichbosonmasse wird u¨ber den Higgs-Mechanismus der spontanen Symmetriebre-
chung eingefu¨hrt. Nur wenn Diagramme mit dem Higgs-Boson und den Goldstone-
Bosonen hinzugenommen werden, ist das Gesamtergebnis eichinvariant, d.h. es ha¨ngt
nicht mehr von der u¨ber den Parameter ξ (1.19) gewa¨hlten Eichung ab. Die folgenden
Rechnungen werden in der Feynman-’t Hooft-Eichung, also mit ξ = 1 durchgefu¨hrt.
Das nichtplanare Vertexdiagramm (Abschnitt 3.1.2), das abelsche Diagramm mit
Benz-Topologie (Abschnitt 3.1.3) und die abelsche Selbstenergie mit T1-Topologie
(Abschnitt 3.2.1) besitzen den Farbfaktor C2F − 12CFCA, der neben dem abelschen
Anteil C2F auch den nichtabelschen Anteil CFCA aufweist. Die Beitra¨ge von diesen
Diagrammen mu¨ssen hier mit beru¨cksichtigt werden (siehe Abschnitt 4.3).
Daru¨ber hinaus tragen die Vertexdiagramme in Abb. 4.1 zum nichtabelschen Form-
faktor bei. Die drei Diagramme in der ersten Reihe sind proportional zu CFCA,
wa¨hrend die drei Diagramme in der zweiten Reihe Higgs-Beitra¨ge sind. Die fu¨r den
nichtabelschen Formfaktor relevanten Selbstenergiediagramme sind in Abb. 4.2 dar-
gestellt.
Jedem Vertexdiagramm in Abb. 4.1 entspricht genau ein Selbstenergiediagramm in
Abb. 4.2. Den Zusammenhang sieht man durch Herausnehmen des zentralen Vertex
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Abbildung 4.1: Nichtabelsche Zweischleifen-Vertexdiagramme









Abbildung 4.2: Nichtabelsche Zweischleifen-Selbstenergiediagramme
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4.1 CFCA-Beitra¨ge mit einer Drei-Eichboson-Kopplung
im Vertexdiagramm. Deshalb ist dieses Kapitel so gegliedert, dass jedes Vertexdia-
gramm zusammen mit dem zugeho¨rigen Selbstenergiediagramm behandelt wird. Die
beiden Diagramme mit jeweils einer Drei-Eichboson-Kopplung (BECA und T1CA)
werden in Abschnitt 4.1 vorgestellt. Die Berechnung der Diagramme mit Eichboson-
(WW ) oder Geistschleife (cc), die ebenfalls proportional zu CFCA sind, wird in
Abschnitt 4.2 beschrieben. In Abschnitt 4.3 werden die CFCA-Beitra¨ge zusammen-
gefasst. Anschließend folgen in Abschnitt 4.4 die Beitra¨ge von Higgs- und Goldstone-
Bosonen (WH , Hφ und φφ). Die Summe aller nichtabelschen Beitra¨ge wird in Ab-
schnitt 4.5 diskutiert.
Zusa¨tzlich gibt es Vertex- und Selbstenergiediagramme, die eine Tadpole-Schleife
im Eichbosonpropagator haben, a¨hnlich wie das rechte Diagramm in Abb. 2.5. Der
Beitrag dieser Diagramme wird jedoch vollsta¨ndig von der Renormierung der Eich-
bosonmasse kompensiert, so dass er hier nicht betrachtet werden muss.
Die Berechnung der Feynman-Diagramme wurde weitgehend wie im abelschen Fall
(Kapitel 3) durchgefu¨hrt. Jedoch ist die Komplexita¨t der nichtabelschen Diagram-
me dadurch erho¨ht, dass sie drei massive Propagatoren haben (Eichbosonen, Higgs-
oder Goldstone-Bosonen) und teilweise auch einer dieser drei Propagatoren doppelt
vorkommt. Dadurch konnte die Rechnung nicht im vollsta¨ndigen Hochenergielimes
durchgefu¨hrt werden, auf die nichtlogarithmische Konstante musste verzichtet wer-
den. Es hat sich jedoch bei den fermionischen und den abelschen Beitra¨gen (Kapitel
2 und 3) gezeigt, dass die N3LL-Na¨herung mit allen Logarithmen ausreicht. Der
Anteil der Konstante ist dort vernachla¨ssigbar.
4.1 CFCA-Beitra¨ge mit einer
Drei-Eichboson-Kopplung
4.1.1 Nichtabelsches Vertexdiagramm mit Benz-Topologie
Das nichtabelsche Vertexdiagramm mit Benz-Topologie (Bezeichnung BECA) ist in
Abb. 4.3 dargestellt. Es kommt auch horizontal gespiegelt vor, so dass es zweifach









































Abbildung 4.3: Nichtabelsches Vertexdiagramm mit Benz-Topologie (mit skala-
rem Diagramm)
mit den Impulsen
k1 = p1 − ℓ, k2 = p2 − ℓ, k3 = p1 − k, k4 = ℓ, k5 = k, k6 = k − ℓ (4.2)





Der Beitrag der Amplitude Fµv,BECA zum Formfaktor ist Fv,BECA . Er wird mit den
gleichen Umformungen wie fu¨r die abelsche Benz-Topologie in Abschnitt 3.1.3 als
Linearkombination von skalaren Integralen der folgenden Definition geschrieben:










(ℓ2 − 2p1 · ℓ)n1 (ℓ2 − 2p2 · ℓ)n2 (k2 − 2p1 · k)n3
× 1
(ℓ2 −M2)n4 (k2 −M2)n5 ((k − ℓ)2 −M2)n6 , (4.3)
mit der Notation aus Gl. (3.6) und n = n123456 (ohne n7). Die Zerlegung von Fv,BECA
in skalare Integrale ist im Anhang D.2.1 in Gl. (D.13) aufgelistet.
Folgende Regionen treten im Rahmen der Expansion by Regions auf:
(h-h): k ∼ Q, ℓ ∼ Q
(1c-h): k ‖ p1, ℓ ∼ Q
(h-2c): k ∼ Q, ℓ ‖ p2
(s’-h): k6 ∼M, ℓ ∼ Q
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1c-1c): k ‖ p1, ℓ ‖ p1
(2c-2c): k ‖ p2, ℓ ‖ p2
(1c-2c): k ‖ p1, ℓ ‖ p2
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4.1 CFCA-Beitra¨ge mit einer Drei-Eichboson-Kopplung
Die Potenz in (M2/Q2) des fu¨hrenden Beitrags jeder Region lautet (Notation wie
in Abschnitt 3.1.1):
(h-h): 2ε
(1c-h): 2− n35 + ε
(h-2c): 2− n24 + ε
(s’-h): 2− n6 + ε
∣∣∣∣∣∣∣∣
(1c-1c): 4− n13456
(2c-2c): 4− n2456 + n7
(1c-2c): 4− n2345
Die Region (s’-h) ist immer mit M2/Q2 unterdru¨ckt, und die Region (2c-2c) muss
nur fu¨r n7 = 0 betrachtet werden. Wie in der abelschen Benz-Topologie tritt fu¨r
n1 = n3 = n4 = n5 = n6 = 1 der Fall ein, dass der (1c-1c)-Beitrag von der Ordnung
(M2/Q2)−1 ist. Dieser Pol in M2 wird aber jeweils vom Vorfaktor der Zerlegung in
skalare Integrale geku¨rzt.
Die Beitra¨ge der Regionen (h-h) und (h-2c) entsprechen denjenigen des abelschen




(n1, n2, n3, n4, n5, n6, n7) = F
(h-h)




(n1, n2, n3, n4, n5, n6, n7) = F
(h-2c)
BE (n1, n2, n3, n4, n5, n6, n7) . (4.5)




















− n246 − z)Γ(n6 + z)Γ(n37 + z)Γ(n1246 − d2 + z)
Γ(d
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× Γ(−z1)Γ(n5 + z1)Γ(d2 − n3 + n7 − i123 + z1) · Γ(n134 + i13 − d2 − z1 + z2)
× Γ(−z2)Γ(n4 + i1 + z2)Γ(n1467 − i123 −
d
2
+ z2)Γ(n13456 − d+ z2)




− n14 + i2 + z1 − z2)Γ(d2 − n24 + n7 − i1 + z1 − z2)
Γ(d
2
− n4 + n7 − i1 + z1 − z2)Γ(n14567 − i123 − d2 + z1 + z2)
, (4.7)
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− z)Γ(n5 + z)Γ(n6 − n3 + z)Γ(d2 − n2 + z)Γ(n56 − d2 + z)











× Γ(n2 − n16)Γ(n37 − n6)Γ(
d
2




− n16)Γ(d2 − n6 + n7)
. (4.9)
Die Auswertung der (1c-h)-Region erfolgt wie fu¨r die abelschen Diagramme be-
schrieben. Die drei (c-c)-Regionen (1c-1c), (2c-2c) und (1c-2c) mu¨ssen gemeinsam
berechnet werden, da sie Singularita¨ten im Parameterraum der ni aufweisen, die
sich nur zwischen diesen drei Regionen aufheben.
An der Region (2c-2c) sieht man die neue Schwierigkeit des nichtabelschen Dia-
gramms mit drei massiven Propagatoren: Die Funktion Γ(n56− n3 +2z) im Nenner
besitzt die Abha¨ngigkeit 2z vom Integrationsparameter. Dadurch lassen sich die Re-
siduen, die zum Mellin-Barnes-Integral beitragen, nicht als Bru¨che mit gleichartigen
Γ-Funktionen im Za¨hler und Nenner schreiben, und die Aufsummierung unendlich
vieler solcher Residuen gestaltet sich schwierig. In der (1c-1c)-Region verha¨lt sich
nach dem Auflo¨sen einer der beiden Mellin-Barnes-Integrationen das zweite Integral
a¨hnlich.
Allerdings ist es mo¨glich, die in den (c-c)-Regionen auftretenden Logarithmen
ln(Q2/M2) zu isolieren. Da die Potenz des (M2/Q2)-Vorfaktors in diesen drei
Regionen nicht von ε abha¨ngt, fu¨hren nur Pole in den Parametern ni zu
Logarithmen ln(Q2/M2). Eine genaue Untersuchung der Mellin-Barnes-Integra-








(1, 1, 0, 1, 1, 1, 0) und F
(c-c)
BECA
(1, 1, 1, 1, 1, 0, n7) mit n7 = 0, 1. Es genu¨gt dann
jeweils, diejenigen der Residuen in den Mellin-Barnes-Integralen zu betrachten, die
fu¨r die Singularita¨ten verantwortlich sind. In fu¨nf der sieben Integrale waren dies
jeweils nur eine endliche Zahl von Termen.
Lediglich fu¨r die Integrale F
(c-c)
BECA
(0, 1, 1, 1, 1, 1, 0) und F
(c-c)
BECA
(1, 1, 0, 1, 1, 1, 0), bei de-
nen auch der Vorfaktor in der (2c-2c)-Region singula¨r wird, musste jeweils eine
unendliche Reihe von Residuen aufsummiert werden. Beispielsweise war ein Beitrag
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−m die harmonische Summe (B.10) ist. Zwar wurden in
ju¨ngster Zeit einige Fortschritte im Aufsummieren solcher Reihen gemacht (siehe
z.B. [84, 85]), auch Reihen mit inversen Binomialkoeffizienten wie im obigen Fall
ko¨nnen teilweise gelo¨st werden. Jedoch ist ein allgemeiner Algorithmus, der alle vor-
kommenden Fa¨lle abdeckt, noch nicht bekannt. Und es ist nicht immer klar, ob eine
gegebene Reihe auf einen der lo¨sbaren Fa¨lle transformiert werden kann.
Eine alternative Methode (siehe z.B. [86]) besteht darin, die unendlichen Reihen nu-
merisch mit einer Genauigkeit von vielen Dezimalstellen zu berechnen. Anschließend
macht man einen Ansatz mit einer Basis von analytischen Konstanten wie π2, ζ3,
ln4 2 usw. und versucht, rationale Koeffizienten zu finden, die den gesuchten Wert
als Linearkombination dieser analytischen Konstanten darstellen. Zum Aufspu¨ren
dieser rationalen Koeffizienten ist der PSLQ-Algorithmus [87–89] geeignet. Fu¨r die
hier beschriebenen Rechnungen wurde eine PSLQ-Implementierung in Fortran von
O. Veretin mit Multipra¨zisionsarithmetik [90, 91] verwendet. Die unendlichen Rei-
hen wurden mit einer Genauigkeit von 100 Stellen berechnet, wozu das einfache
Aufsummieren der ersten 300 Reihenglieder mit Mathematica genu¨gte. Die obige










) ≈ 1,014942 (B.15).
Zusa¨tzlich zu den Logarithmen in den Ergebnissen der skalaren Integrale sind auch
diejenigen Pole in ε wichtig, die nicht in Verbindung mit Logarithmen auftreten,
damit am Ende u¨berpru¨ft werden kann, ob das Gesamtergebnis in d = 4 Dimen-
sionen endlich ist. Da in den Mellin-Barnes-Integralen der Regionen (1c-1c) und
(2c-2c) Pole in ε nur als Singularita¨ten des Integrals auftreten, genu¨gt auch hier die
Betrachtung von denjenigen Residuen, die fu¨r solche Singularita¨ten verantwortlich
sind. Alle diese Beitra¨ge beschra¨nken sich entweder auf einzelne Residuen, oder auf
Mellin-Barnes-Integrale, die mit dem ersten Barnschen Lemma (C.17) oder Ablei-
tungen davon gelo¨st werden ko¨nnen.
Die Ergebnisse der einzelnen skalaren Integrale sind im Anhang D.2.1 in Gl. (D.14)
aufgelistet. Die oben angesprochenen Integrale der Form FBECA(1, n2, 1, 1, 1, 1, n7),
bei denen der fu¨hrende Beitrag der Ordnung (M2/Q2)−1 von der (1c-1c)-Region
herru¨hrt, weisen weder Logarithmen ln(Q2/M2) noch Pole in ε auf. Sie kommen
deshalb in der Ergebnisliste (D.14) nicht vor.
Der Beitrag des gesamten nichtabelschen Feynman-Diagramms mit Benz-Topologie
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mit L = ln(Q2/M2).






Abbildung 4.4: Nichtabelsche Selbstenergiekorrektur mit T1-Topologie (mit ska-
larem Diagramm)
Das nichtabelsche Selbstenergiediagramm mit T1-Topologie ist in Abb. 4.4 darge-




























k1 = k + p, k2 = k, k3 = ℓ+ p, k4 = ℓ, k5 = k − ℓ. (4.13)






4.1 CFCA-Beitra¨ge mit einer Drei-Eichboson-Kopplung
Mit (3.61) wird aus der Amplitude Σ˜T1CA der skalare Beitrag ΣT1CA zum Formfaktor
extrahiert. Dieser wird wie beim abelschen Selbstenergiediagramm mit T1-Topologie
in skalare Integrale zerlegt, die folgendermaßen definiert sind:
BT1CA(p









((k + p)2)n1 (k2 −M2)n2 ((ℓ+ p)2)n3 (ℓ2 −M2)n4 ((k − ℓ)2 −M2)n5 , (4.14)
mit n = n12345. Analog zu den abelschen Selbstenergiekorrekturen (3.66,3.67) ist
dann B0T1CA der Wert des skalaren Integrals bei p
2 = 0 und B′T1CA die mit M
2
multiplizierte Ableitung nach p2 bei p2 = 0. Durch Ausnutzung der Symmetrie
BT1CA(p
2;n1, n2, n3, n4, n5) = BT1CA(p
2;n3, n4, n1, n2, n5) (4.15)
wurden skalare Integrale mit n1 < n3 oder n1 = n3 und n2 < n4 durch ihre sym-




B′T1CA ist im Anhang D.2.2 in Gl. (D.15) dargestellt.
Fu¨r allgemeines p2 la¨sst sich (4.14) mit Schwinger-Parametern αi und einer Mellin-
Barnes-Darstellung folgendermaßen schreiben:
BT1CA(p



































+ α1α3α4 + α2α3α4 + α1α2α5 + α2α3α5 + α1α4α5 + α3α4α5
)z
, (4.16)
mit ∅ 6= S ⊆ {1, 2, 3, 4, 5}. Der Wert dieses Ausdrucks fu¨r p2 = 0 ergibt sich aus
dem Residuum des Mellin-Barnes-Integrals bei z = 0. Nach der Einfu¨hrung von zwei
weiteren Mellin-Barnes-Integralen erha¨lt man:














Γ(n5 + z1 + z2)Γ(
d
2















Kapitel 4. Nichtabelsche Beitra¨ge zum Zweischleifenformfaktor
Analog ergibt sich B′T1CA aus dem Residuum des z-Integrals in (4.16) bei z = 1. Der
Ausdruck fu¨r B′T1CA besteht aus 8 Termen von der Form (4.17).
Das zweifache Mellin-Barnes-Integral in (4.17) muss nicht allgemein gelo¨st werden.
Bei den nichtabelschen Vertexdiagrammen wird auf die Berechnung der nichtloga-
rithmischen, in d = 4 Dimensionen endlichen Konstante verzichtet. Die Selbstener-
giekorrekturen enthalten keine Logarithmen ln(Q2/M2), deshalb genu¨gt hier die
Berechnung der Pole in ε. Diese entstehen nur als Singularita¨ten der Mellin-Barnes-
Integrale. Eine endliche Zahl von Residuen liefert singula¨re Beitra¨ge, diese ko¨nnen
leicht isoliert und addiert werden.
Die Ergebnisse der einzelnen skalaren Integrale sind im Anhang D.2.2 in Gl. (D.16)
aufgelistet. Das nichtabelsche Selbstenergiediagramm mit T1-Topologie liefert ins-















Nun ko¨nnen die beiden Beitra¨ge mit einer Drei-Eichboson-Kopplung aus den Glei-
chungen (4.11) und (4.18) addiert werden:

















































wobei das Vertexdiagramm doppelt beru¨cksichtigt wurde. Das Ergebnis entha¨lt nur




fenformfaktor in Gl. (1.79) entspricht. Der 1/ε-Pol kann somit durch die Kopplungs-
konstantenrenormierung aufgehoben werden.
4.2 CFCA-Beitra¨ge mit Eichboson- oder
Geistschleife
4.2.1 Vertexdiagramme mit Eichboson- oder Geistschleife
In diesem Abschnitt wird die Berechnung der beiden Vertexdiagramme in Abb. 4.5
mit einer Eichboson- bzw. Geistschleife im Eichbosonpropagator vorgestellt. Beiden
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Abbildung 4.6: Skalares Vertexdiagramm mit Schleife im Eichbosonpropagator
Feynman-Diagrammen entspricht das gemeinsame skalare Diagramm in Abb. 4.6,
da in der Feynman-’t Hooft-Eichung sowohl das Eichboson als auch das Geistfeld
die gleiche Masse M besitzen. Der massive Propagator 3 kommt in den Feynman-
Diagrammen jeweils zweifach vor. Dagegen fehlt der masselose Propagator 6 (mit
k6 = k3) in den Feynman-Diagrammen; er kommt durch die Tensorreduktion (siehe
unten) ins Spiel.

























gνσ(k3 + k5)τ + gστ (−k5 − k4)ν + gτν(k4 − k3)σ
] −i
k24 −M2
× g f bcd
[
gρσ(−k3 − k5)τ + gστ (k5 + k4)ρ + gτρ(−k4 + k3)σ
] −i
k25 −M2









Kapitel 4. Nichtabelsche Beitra¨ge zum Zweischleifenformfaktor
mit den Impulsen
k1 = p1 + k, k2 = p2 + k, k3 = k, k4 = ℓ, k5 = k + ℓ. (4.21)
Bei der Eichbosonschleife steht der Symmetriefaktor 1/2, da die Impulsintegrati-
on u¨ber ℓ virtuelle Korrekturen doppelt za¨hlt, die physikalisch identisch sind. Die
Geistschleife erha¨lt ein Minuszeichen, wie in den Feynman-Regeln (Anhang A) be-
schrieben. Die Farbfaktoren der Diagramme sind
facdf bcdtatb = CFCA 1 und f
acdf bdctatb = −CFCA 1 .
Die Indizes ν, ρ, σ und τ in der Amplitude Fµv,WWcc wurden mit FORM kontrahiert.
Man erha¨lt den Beitrag Fv,WWcc beider Diagramme zum Formfaktor. Dessen Za¨hler
entha¨lt Skalarprodukte, die mit den folgenden Beziehungen umgeformt werden:
p1 · k = 12(k21 − k23) , p2 · k = 12(k22 − k23) , k · ℓ = 12(k25 − k23 − k24) . (4.22)
Formal bleiben zwei Skalarprodukte als irreduzibel zuru¨ck und ko¨nnen nicht
mit Propagatornennern geku¨rzt werden. Wie beim Vertexdiagramm mit Fermion-
Selbstenergie ko¨nnen jedoch Skalarprodukte zwischen ℓ und p1,2 durch Tensorreduk-
tion entsprechend (C.13) und (C.15) in ku¨rzbare Skalarprodukte aus (4.22) umge-
wandelt werden.
Allerdings entstehen bei dieser Tensorreduktion neue Faktoren 1/k2 = 1/k23, also
Propagatornenner mit Impuls k3, aber ohne die Masse des Propagators 3. Man
muss somit einen sechsten, masselosen Propagator mit Impuls k6 = k3 einfu¨hren.
Die skalaren Integrale sind dann folgendermaßen definiert:










(k2 + 2p1 · k)n1 (k2 + 2p2 · k)n2 (k2 −M2)n3 (ℓ2 −M2)n4
× 1
((k + ℓ)2 −M2)n5 (k2)n6 , (4.23)
mit n = n123456. Zwar wa¨re es mo¨glich, durch Partialbruchzerlegung die Propagato-
ren 3 und 6 zu jeweils einem Propagator zu kombinieren, der dann entweder massiv
oder masselos ist. Dabei entstehen jedoch Faktoren 1/M2, so dass die Berechnung
im Limes M2 ≪ Q2 eine ho¨here Entwicklung der Integrale in M2/Q2 no¨tig machen
wu¨rde. Bela¨sst man beide Propagatoren, den massiven dritten und den masselo-
sen sechsten, in der Definition des skalaren Integrals (4.23), so ist die Zerlegung der
Amplitude in skalare Integrale nicht eindeutig. Fu¨r die folgende Rechnung wurde die
Wahl getroffen, den dritten Propagator nicht zu ku¨rzen, sondern alle auftretenden
Faktoren k2 mit dem sechsten Propagator zu ku¨rzen. Der Parameter n3 hat also fu¨r
alle auftretenden Integrale den Wert n3 = 2 entsprechend dem Feynman-Diagramm.
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Die Zerlegung von Fv,WWcc in skalare Integrale FWc findet sich im Anhang D.2.3 in
Gl. (D.17). Durch Ausnutzung der beiden Symmetrien
FWc(n1, n2, n3, n4, n5, n6) = FWc(n2, n1, n3, n4, n5, n6) , (4.24)
FWc(n1, n2, n3, n4, n5, n6) = FWc(n1, n2, n3, n5, n4, n6) (4.25)
wurden skalare Integrale mit n1 < n2 oder mit n4 < n5 durch ihre symmetrischen
Partner ersetzt.
Folgende Regionen liefern im Rahmen der Expansion by Regions nichtverschwinden-
de Beitra¨ge:
(h-h): k ∼ Q, ℓ ∼ Q
(h-s): k ∼ Q, ℓ = k4 ∼M
(h-s’): k ∼ Q, k5 ∼ M
∣∣∣∣∣∣∣
(1c-1c): k ‖ p1, ℓ ‖ p1
(2c-2c): k ‖ p2, ℓ ‖ p2
Die Potenz in (M2/Q2) des fu¨hrenden Beitrags jeder Region lautet:
(h-h): 2ε
(h-s): 2− n4 + ε
(h-s’): 2− n5 + ε
∣∣∣∣∣∣ (1c-1c): 4− n13456(2c-2c): 4− n23456
Wegen n4 ≤ 1 und n5 ≤ 1 sind die Regionen (h-s) und (h-s’) immer mit min-
destens einem Faktor M2/Q2 unterdru¨ckt. Auf der anderen Seite ist es mo¨glich,
dass der fu¨hrende Beitrag der Regionen (1c-1c) und (2c-2c) eine negative Po-
tenz von (M2/Q2) hat. Dies tritt nur in den drei Fa¨llen FWc(0, 0, 2, 1, 1, 1),
FWc(1, 0, 2, 1, 1, 0) und FWc(1, 1, 2, 1, 1, 0) auf. Hier ist der fu¨hrende Beitrag von der
Ordnung (M2/Q2)−1, und der Pol in M2 wird vom jeweiligen Vorfaktor aus der
Zerlegung in skalare Integrale geku¨rzt.
Die fu¨hrenden Beitra¨ge der nichtunterdru¨ckten Regionen lauten:
F
(h-h)





































Kapitel 4. Nichtabelsche Beitra¨ge zum Zweischleifenformfaktor
und aus Gru¨nden der Symmetrie:
F
(2c-2c)
Wc (n1, n2, n3, n4, n5, n6) = F
(1c-1c)
Wc (n2, n1, n3, n4, n5, n6) . (4.28)
Logarithmen ln(Q2/M2) werden von den (c-c)-Regionen (1c-1c) und (2c-2c) nur fu¨r
n1 = n2 = 1 produziert. Wenn dabei n4 ≤ 0 oder n5 ≤ 0 ist, dann tragen nur
diejenigen Residuen des Mellin-Barnes-Integrals zum Ergebnis bei, die durch eine
Singularita¨t im Integral den Vorfaktor 1/Γ(n4)/Γ(n5) kompensieren, also nur endlich
viele. Lediglich fu¨r die beiden Integrale F
(c-c)
Wc (1, 1, 2, 1, 1,−1) und F (c-c)Wc (1, 1, 2, 1, 1, 0)
muss die ganze unendliche Reihe der Residuen fu¨r die logarithmischen Beitra¨ge auf-
summiert werden. In diesen beiden Fa¨llen wurde die Summe numerisch mit jeweils
100 Dezimalstellen Genauigkeit berechnet und das zugeho¨rige analytische Ergebnis
mit dem PSLQ-Algorithmus gefunden.
Fu¨r die nichtlogarithmischen Pole in ε war in jedem Fall nur eine endliche Zahl von
Residuen no¨tig.
Die Ergebnisse der einzelnen skalaren Integrale sind im Anhang D.2.3 in Gl. (D.18)
aufgelistet. Die beiden Feynman-Diagramme mit Eichboson- und Geistschleife liefern














































4.2.2 Selbstenergiekorrekturen mit Eichboson- oder
Geistschleife
Die beiden Selbstenergiediagramme mit einer Eichboson- bzw. Geistschleife im Eich-
bosonpropagator in Abb. 4.7 sind dem gleichen skalaren Diagramm in Abb. 4.8
zugeordnet. Analog zu den Vertexdiagrammen aus dem vorigen Abschnitt kommt
der Propagator 2 in den Selbstenergiediagrammen doppelt vor, und der masselose
Propagator 5 (mit k5 = k2) entsteht durch die Tensorreduktion.
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Abbildung 4.8: Skalares Selbstenergiediagramm mit Schleife im Eichbosonpropa-
gator























gµρ(k2 + k4)σ + gρσ(−k4 − k3)µ + gσµ(k3 − k2)ρ
] −i
k23 −M2
× g f bcd
[
gνρ(−k2 − k4)σ + gρσ(k4 + k3)ν + gσν(−k3 + k2)ρ
] −i
k24 −M2









k1 = k + p, k2 = k, k3 = ℓ, k4 = k + ℓ. (4.31)
Die Farbfaktoren der Diagramme sind die gleichen wie fu¨r die Vertexdiagramme im
vorigen Abschnitt:
facdf bcdtatb = CFCA 1 und f
acdf bdctatb = −CFCA 1 .
Entsprechend Gl. (3.61) erha¨lt man aus der Amplitude Σ˜WWcc den skalaren Bei-
trag ΣWWcc zum Formfaktor. Zum Ku¨rzen von Skalarprodukten dienen die folgenden
Umformungen:
p · k = 1
2
(k21 − k22 − p2) , k · ℓ = 12(k24 − k22 − k23) . (4.32)
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Als formal irreduzibles Skalarprodukt verbleibt p·ℓ. Es kann aber durch Tensorreduk-
tion entsprechend (C.13) und (C.15) eliminiert werden. Stattdessen kommt durch
die Tensorreduktion der masselose Propagator mit k5 = k2 hinzu. Die Definition der
skalaren Integrale lautet:
BWc(p









((k + p)2)n1 (k2 −M2)n2 (ℓ2 −M2)n3 ((k + ℓ)2 −M2)n4 (k2)n5 , (4.33)
mit n = n12345. Wie bei den vorherigen Selbstenergiekorrekturen werden B
0
Wc und
B′Wc fu¨r das skalare Integral bei p
2 = 0 respektive seine (mit M2 multiplizierte)
Ableitung nach p2 bei p2 = 0 eingefu¨hrt. Die Symmetrie
BWc(p
2;n1, n2, n3, n4, n5) = BWc(p
2;n1, n2, n4, n3, n5) (4.34)
wird dazu benutzt, um Integrale mit n3 < n4 durch ihre symmetrischen Partner





Anhang D.2.4 in Gl. (D.19) aufgelistet.
Fu¨r allgemeines p2 la¨sst sich (4.33) als zweifaches Mellin-Barnes-Integral darstellen:
BWc(p
















× Γ(−z1)Γ(n1 + z1)
Γ(d
2
− n1 − z1)Γ(d2 + z1)




− n15 − z1 + z2)Γ(n125 − d2 + z1 − z2) . (4.35)
Die Entwicklung um p2 = 0 erha¨lt man aus den Residuen des z1-Integrals bei z1 = 0
und z1 = 1:











× Γ(n125 − d2 − z)
Γ(n3 + z)Γ(n4 + z)Γ(
d
2
− n15 + z)Γ(n34 − d2 + z)
Γ(n34 + 2z)
, (4.36)
B′Wc(n1, n2, n3, n4, n5) =
e−niπ e2εγE n1 (
d
2










× Γ(n125 + 1− d2 − z)
Γ(n3 + z)Γ(n4 + z)Γ(
d
2





4.2 CFCA-Beitra¨ge mit Eichboson- oder Geistschleife
Weil von der Selbstenergiekorrektur nur die Pole in ε beno¨tigt werden, genu¨gt die
Auswertung endlich vieler Residuen der Mellin-Barnes-Integrale in (4.36) und (4.37).
Die Ergebnisse der einzelnen skalaren Integrale sind im Anhang D.2.4 in Gl. (D.20)
aufgefu¨hrt. Die beiden Selbstenergiediagramme mit Eichboson- und Geistschleife











4.2.3 Massenrenormierung mit Eichboson- oder
Geistschleife
Zur Renormierung der Eichbosonmasse M muss die Einschleifenselbstenergie des
Eichbosons berechnet werden (siehe Abschnitt 1.4). Die zwei Diagramme mit
Eichboson- oder Geistschleife sind in Abb. 4.9 dargestellt. Diagramme mit Tadpole-
Abbildung 4.9: Beitra¨ge zur Massenrenormierung mit Eichboson- bzw. Geist-
schleife
Schleifen werden hier genauso wenig betrachtet wie bei den Vertex- oder Selbst-
energiekorrekturen, da deren Schleifenkorrekturen durch die Massenrenormierung












gµρ (2k + ℓ)σ + gρσ(−k − 2ℓ)µ + gµσ(ℓ− k)ρ
] −i
ℓ2 −M2
× g f bcd
[
gνρ(−2k − ℓ)σ + gρσ(k + 2ℓ)ν + gσν(−ℓ + k)ρ
] −i
(k + ℓ)2 −M2




(k + ℓ)2 −M2
}
. (4.39)
Die Farbfaktoren der Diagramme sind
facdf bcd = CA δ
ab und facdf bdc = −CA δab .
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Die Amplitude Π˜µν,abWWcc ist von der Form







mit den skalaren Funktionen ΠWWcc und Π
′
WWcc. Entsprechend den Gleichun-
gen (1.35) und (1.81) wird zur Massenrenormierung nur die Funktion ΠWWcc













wobei Π˜µνWWcc(k) die Amplitude ohne den Faktor δ
ab (die Identita¨t in der adjungierten
SU(2)-Darstellung) bezeichnet.
Von der mit Gl. (4.41) projizierten Funktion ΠWWcc(k
2) wird entsprechend (1.35)
und (1.81) der Wert (bzw. der Realteil) bei k2 = M2 beno¨tigt. Er wird als Linear-
kombination von Integralen mit der Definition








































wobei BM1 (0, 0) = 0 und die Symmetrie B
M
1 (n1, n2) = B
M
1 (n2, n1) benutzt wurden.
Die skalaren Zweipunktintegrale BM1 sind in der Literatur bekannt (siehe z.B. [92]):
BM1 (1,−1) = BM1 (1, 0) =
1
ε
+ 1 +O(ε) , (4.44)


























Nach Einsetzen von ΠWWcc(M
2) in den allgemeinen Ausdruck (1.81) fu¨r die Renor-
mierung der Masse im Einschleifenergebnis erha¨lt man den Beitrag der Eichboson-
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Die nichtlogarithmische Konstante in der Ordnung ε0 wird hier allerdings nicht
beno¨tigt.
Alle Beitra¨ge mit Eichboson- und Geistschleife aus den Gleichungen (4.29), (4.38)
und (4.47) ko¨nnen nun addiert werden:
























































dem Einschleifenformfaktor in Gl. (1.79) entspricht. Die 1/ε-Pole aus den
Gleichungen (4.19) und (4.48) ko¨nnen also durch die Kopplungskonstantenrenor-
mierung (siehe na¨chster Abschnitt) aufgehoben werden.
4.3 Zusammenfassung der CFCA-Beitra¨ge
Bevor alle Beitra¨ge zum Zweischleifenformfaktor, die proportional zu CFCA sind,
zusammengefasst werden ko¨nnen, muss noch die Renormierung der Kopplungskon-
stante beru¨cksichtigt werden. Wenn man in die allgemeine Form (1.80) den CA-Anteil
von β0 (1.27) einsetzt, erha¨lt man:















































Kapitel 4. Nichtabelsche Beitra¨ge zum Zweischleifenformfaktor
wobei die nichtlogarithmische Konstante in O(ε0) hier nicht beno¨tigt wird.
Zu den CFCA-Beitra¨gen im Zweischleifenformfaktor geho¨ren auch die CFCA-Anteile
aus den Ergebnissen des nichtplanaren Vertexdiagramms (3.32), des abelschen Ver-
texdiagramms mit Benz-Topologie (3.47) und der abelschen Selbstenergiekorrektur
mit T1-Topologie (3.74). Die anderen Beitra¨ge finden sich in den Gleichungen (4.19),
(4.48) und (4.49) zusammengefasst:
F2,CFCA =
[
Fv,NP + 2Fv,BE + ΣT1
]
CFCA




Die Summe lautet fu¨r eine allgemeine Renormierungsskala µ (in die der Faktor Sε


















































mit L = ln(Q2/M2). Dieses Ergebnis ist bereits in d = 4 Dimensionen endlich, aber
es ist nicht eichinvariant und darum nur in der Feynman-’t Hooft-Eichung gu¨ltig.
Im na¨chsten Abschnitt werden die Higgs-Beitra¨ge vorgestellt, mit denen zusammen
der nichtabelsche Beitrag dann eichunabha¨ngig wird.
Die Koeffizienten der Logarithmen L3 und L2 im Ergebnis (4.51) sind jedoch ge-
trennt von den Higgs-Beitra¨gen eichinvariant und stimmen mit der Vorhersage der
Evolutionsgleichung in (1.73) u¨berein.
4.4 Higgs-Beitra¨ge
Die Masse des Higgs-Bosons ist ein freier Parameter des Standardmodells. Durch
die direkte experimentelle Suche ist die Higgs-Masse nach unten beschra¨nkt: MH >
114,4GeV (mit 95% statistischer Sicherheit). Fits der experimentellen Daten an
das Standardmodell sind damit konsistent: MH = 113
+56
−40GeV (Review of Particle
Physics [93]).
Grundsa¨tzlich sind die Strahlungskorrekturen, die ein Higgs-Teilchen beinhalten,
neben der Eichbosonmasse M auch von der Higgs-Masse MH abha¨ngig. Es bedeutet
jedoch eine erhebliche Komplikation der Schleifenrechnungen, wenn in den massiven
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Propagatoren zwei verschiedene Massen auftauchen. Deshalb wurde in dieser Arbeit
die Higgs-Masse gleich der Eichbosonmasse gesetzt:
MH =M .
Dies stellt eine nicht unwesentliche A¨nderung der physikalischen Parameter dar,
da die tatsa¨chliche Higgs-Masse deutlich oberhalb der Eichbosonmassen von MZ ≈
91,2GeV und MW ≈ 80,4GeV liegt. Jedoch beeinflusst die A¨nderung der Higgs-
Masse das Ergebnis fu¨r den Formfaktor oder die Vierfermionamplitude im Hoch-
energielimes nur wenig. Die fu¨hrenden drei Logarithmen in Zweischleifenordnung,
L4, L3 und L2, ha¨ngen nicht von der Higgs-Masse ab. Erst in den Koeffizienten
des linearen Logarithmus geht der Wert der Higgs-Masse ein. Am Ergebnis wird zu
sehen sein, dass die Higgs-Beitra¨ge insgesamt nur eine untergeordnete Rolle spielen,
so dass die Variation mit MH im gesamten Formfaktor vernachla¨ssigbar ist.
Die Goldstone-Bosonen haben in der Feynman-’t Hooft-Eichung mit ξ = 1 die gleiche
Masse wie die Eichbosonen, so dass in den Schleifendiagrammen der Higgs-Beitra¨ge
mit MH =M nur noch eine von Null verschiedene Masse auftaucht.
Die bisherigen Rechnungen fu¨r den fermionischen, abelschen und nichtabelschen Bei-
trag zum Formfaktor sind allgemein fu¨r SU(N)- oder U(1)-Eichgruppen gu¨ltig, wenn
man fu¨r CF , CA und TF die entsprechenden Werte einsetzt. Der Higgs-Formalismus
mit der spontanen Symmetriebrechung funktioniert in der Form des Standardmo-
dells jedoch nur fu¨r Eichgruppen, bei denen die Zahl der Goldstone-Bosonen mit der
Zahl der Eichbosonen u¨bereinstimmt. Hier wird, wie in Abschnitt 1.2 beschrieben,
ein SU(2)-Higgs-Modell verwendet.
4.4.1 Vertexdiagramme mit Higgs- und Goldstone-Bosonen
Zu den Beitra¨gen mit Higgs- und Goldstone-Bosonen geho¨ren die Vertexdiagramme
in Abb. 4.10. Diagramme mit Tadpole-Schleifen im Eichbosonpropagator werden
durch die Massenrenormierung kompensiert und daher nicht betrachtet.
Die Struktur der skalaren Integrale ist bei allen drei Feynman-Diagrammen die glei-
che und entspricht derjenigen der Diagramme mit Eichboson- und Geistschleife in
Abb. 4.6, hier nochmals dargestellt in Abb. 4.11.

















wobei Higgs(i) fu¨r einen der drei Beitra¨ge WH , Hφ und φφ steht, mit den Impulsen
k1 = p1 + k, k2 = p2 + k, k3 = k, k4 = ℓ, k5 = k + ℓ. (4.53)
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Abbildung 4.11: Skalares Vertexdiagramm mit Schleife im Eichbosonpropagator
Die Selbstenergie-Einsetzungen im Eichbosonpropagator lauten:

















































Der Faktor 1/2 vor der φφ-Schleife ist ein Symmetriefaktor, genau wie fu¨r die Eich-
bosonschleife in Gl. (4.20).
Die Farbfaktoren der Vertexdiagramme Fµv,WH und Fµv,Hφ sind jeweils






der Farbfaktor des Diagramms Fv,φφ ist




fu¨r ein SU(2)-Higgs-Modell, das hier zugrunde liegt. Die Kombination des Farbfak-
tors und des Symmetriefaktors 1/2 zeigt, dass die Amplituden der Diagramme mit
Goldstone-Schleife und mit Higgs-Goldstone-Schleife gleich sind:
Fµv,Hφ = Fv,φφ .
Die Beitra¨ge der drei Vertexdiagramme zum Formfaktor sind jeweils Fv,WH und
Fv,Hφ = Fv,φφ. Sie werden in die gleichen skalaren Integrale (4.23) aufgeteilt wie die
Diagramme mit Eichboson- oder Geistschleife in Abschnitt 4.2.1. Diese Zerlegung
ist im Anhang D.2.5 in den Gleichungen (D.21) und (D.22) angegeben.
Die Koeffizienten des Diagramms mit Eichboson-Higgs-Schleife (WH) sind aufgrund
der zweifachen Kopplung igM alle proportional zuM2/Q2. Man ko¨nnte naiv vermu-
ten, dass deshalb der Beitrag dieses Diagramms im Hochenergielimes komplett mit
M2/Q2 unterdru¨ckt wa¨re. Dies ist jedoch nicht der Fall, da mehrere skalare Integra-
le von der Ordnung (M2/Q2)−1 sind und den Faktor M2/Q2 in den Koeffizienten
ku¨rzen.
Die Ergebnisse der skalaren Integrale sind aus Abschnitt 4.2.1 bzw. aus Glei-


















































































4.4.2 Selbstenergiekorrekturen mit Higgs- und
Goldstone-Bosonen
Die Selbstenergiediagramme mit Higgs- und Goldstone-Bosonen sind in Abb. 4.12
dargestellt. Das zugeho¨rige skalare Diagramm ist bei allen drei Feynman-Diagram-
men durch dasjenige mit Eichboson- und Geistschleife in Abb. 4.8 gegeben, das hier
nochmals in Abb. 4.13 zu sehen ist.
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Abbildung 4.13: Skalares Selbstenergiediagramm mit Schleife im Eichbosonpro-
pagator















wobei Higgs(i) fu¨r einen der drei Beitra¨ge WH , Hφ und φφ steht, mit den Impulsen
k1 = p+ k, k2 = k, k3 = ℓ, k4 = k + ℓ. (4.60)
Die Selbstenergie-Einsetzungen Π˜µν,abWH (k2), Π˜
µν,ab
Hφ (k2) und Π˜
µν,ab
φφ (k2) im Eichboson-
propagator sind aus den Gleichungen (4.54), (4.55) und (4.56) bekannt. Die Farb-
faktoren entsprechen denen der Vertexdiagramme im vorigen Abschnitt, und auch
hier gilt die Identita¨t
Σ˜Hφ = Σ˜φφ . (4.61)
Die Beitra¨ge der drei Feynman-Diagramme zum Formfaktor, ΣWH und ΣHφ = Σφφ,
werden als Linearkombinationen der skalaren Integrale B0Wc und B
′
Wc geschrieben,
die bereits von den Selbstenergiediagrammen mit Eichboson- oder Geistschleife in
Abschnitt 4.2.2 bekannt sind. Diese Zerlegung ist im Anhang D.2.6 in den Gleichun-
gen (D.23) und (D.24) aufgelistet.
Die Ergebnisse der einzelnen skalaren Integrale wurden in Abschnitt 4.2.2 berechnet
und sind im Anhang D.2.4 in Gl. (D.20) angegeben. Die Selbstenergiekorrekturen

























4.4.3 Massenrenormierung mit Higgs- und
Goldstone-Bosonen










Abbildung 4.14: Higgs-Beitra¨ge zur Massenrenormierung




φφ , sind bereits
als Selbstenergie-Einsetzungen aus den vorigen Abschnitten bekannt, sie sind in den
Gleichungen (4.54), (4.55) und (4.56) definiert. Die Farbfaktoren der Diagramme
sind
δab (fu¨r WH,Hφ) und facdf bcd = CA δ
ab = 2 δab (fu¨r φφ) .




2) aus den Amplituden extrahiert. Fu¨r k2 =M2 lassen sie sich als Linearkom-








































Mit den Ergebnissen fu¨r die skalaren Integrale BM1 (n1, n2) aus den Gleichungen
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Durch Einsetzen dieser Selbstenergiebeitra¨ge in die Gleichung (1.81) ergeben sich



















































































wobei CF = 3/4 gesetzt wurde. Die nichtlogarithmische Konstante in der Ordnung ε
0
wird fu¨r die Higgs-Beitra¨ge nicht beno¨tigt.
4.4.4 Zusammenfassung der Higgs-Beitra¨ge
Alle Higgs-Beitra¨ge, die jeweils von derselben Selbstenergie-Einsetzung WH , Hφ
oder φφ herru¨hren, werden nun zusammengefasst:
FHiggs(i) = Fv,Higgs(i) + ΣHiggs(i) +∆F
M
Higgs(i) . (4.70)















































































Der Beitrag FWH ist bereits in d = 4 Dimensionen endlich. Der ε-Pol der Beitra¨ge
FHφ = Fφφ ist proportional zum Einschleifenformfaktor und wird durch die Renor-
mierung der Kopplungskonstante eliminiert. Mit dem ns-Anteil von β0 aus (1.27),
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mit CF = 3/4, TF = 1/2 und ns = 1, wobei die nichtlogarithmische Konstante in
der Ordnung ε0 hier nicht beno¨tigt wird.
Jetzt ko¨nnen alle Higgs-Beitra¨ge aus (4.71), (4.72) und (4.73) zusammengesetzt
werden. In d = 4 Dimensionen erha¨lt man das folgende endliche Ergebnis im Hoch-
energielimes:

















































Dieses Ergebnis ist genauso wie die CFCA-Beitra¨ge nicht separat eichinvariant und
darum nur in der Feynman-’t Hooft-Eichung gu¨ltig. Es ist zudem auf ein SU(2)-
Higgs-Modell beschra¨nkt. Fu¨r ein U(1)-Higgs-Modell (in dem das Higgs die Hy-
perladung 1 hat) a¨ndert sich folgendes: Alle Beitra¨ge werden durch die Anpassung
von CF mit 4/3 multipliziert. Außerdem erhalten die Vertizes zwischen zwei Eichbo-
sonen und dem Higgs-Boson sowie zwischen Eichboson, Higgs- und Goldstone-Boson
den Faktor 2. Der Vertex zwischen dem Eichboson und zwei Goldstone-Bosonen ver-
schwindet in einer U(1)-Theorie. Bei der Kopplungskonstantenrenormierung a¨ndert
sich neben CF auch TF , was zu einem weiteren Faktor 2 fu¨hrt. Insgesamt mu¨ssen


















∆F αHiggs . (4.75)
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Sowohl im SU(2)-Ergebnis (4.74) als auch im U(1)-Ergebnis (4.76) stimmen die
Koeffizienten der Logarithmen L3 und L2 mit den Vorhersagen der Evolutionsglei-
chung in (1.73) u¨berein, wenn man fu¨r CF und TF jeweils die entsprechenden Werte
einsetzt.
Um beurteilen zu ko¨nnen, wie sich eine A¨nderung im Parameter der Higgs-Masse
auf das Ergebnis auswirkt, wurde die Berechnung der Higgs-Beitra¨ge neben der
bisherigen Annahme MH = M auch fu¨r den hypothetischen Fall eines masselosen
Higgs-Bosons, MH = 0, durchgefu¨hrt. Dann wa¨re der Beitrag zum Formfaktor in













































Nur der Koeffizient des linearen Logarithmus hat sich mit der Higgs-Masse gea¨ndert,
die fu¨hrenden Logarithmen L3 und L2 sind gleich geblieben. Dies erkla¨rt sich da-
durch, dass im Fall MH =M die Logarithmen zwar von dieser gemeinsamen Masse
abha¨ngen. Da das Higgs-Boson und die Goldstone-Bosonen jedoch nur an das Eich-
boson und nicht an die Fermionen koppeln, entstehen im Limes MH → 0 keine
kollinearen oder weichen Divergenzen, so dass auch die Masse M in den Logarith-
men ln(Q2/M2) nicht mit der Higgs-Masse in Verbindung steht. Der Limes MH → 0
ist also ein stetiger Limes, der nur die Koeffizienten der Logarithmen beeinflusst. Und
weil die Koeffizienten der ho¨heren Logarithmenpotenzen nur massenunabha¨ngige
Terme aufweisen, a¨ndert sich fu¨r MH = 0 lediglich der Beitrag des linearen Loga-
rithmus.
Die numerische Gro¨ße dieser A¨nderung wird im na¨chsten Abschnitt diskutiert, wenn
die Higgs-Beitra¨ge mit den zu CFCA proportionalen Beitra¨gen zum nichtabelschen
Anteil des Formfaktors zusammengesetzt werden.
4.5 Zusammenfassung der nichtabelschen
Beitra¨ge
Im Folgenden wird der Formfaktor nur noch fu¨r eine an der Skala µ = M renor-
mierte Kopplung α betrachtet, wie es auch fu¨r die Analyse der Evolutionsgleichung
in Abschnitt 1.5 geschehen ist. Die Renormierungsgruppenabha¨ngigkeit des Form-
faktors kann leicht mittels des Einschleifenergebnisses (1.79) und β0 (1.27) wieder
eingefu¨hrt werden.
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Die Beitra¨ge proportional zu CFCA (4.51) und die Higgs-Beitra¨ge (4.74) addieren
sich zum eichinvarianten nichtabelschen Anteil des Formfaktors:







































mit L = ln(Q2/M2) sowie CF = 3/4 und CA = 2 fu¨r das SU(2)-Higgs-Modell.
Die U¨bereinstimmung der fu¨hrenden Logarithmen L3 und L2 mit der Vorhersage
der Evolutionsgleichung (1.73) wurde bereits festgestellt. Der Koeffizient des linea-
ren Logarithmus ist ein neues Ergebnis. Aus ihm kann im Vergleich mit Gl. (1.65)
der nichtabelsche Anteil des Koeffizienten ξ(2) bestimmt werden, da alle anderen Ter-

















3π − 5ζ3 − 391
18
. (4.79)
Damit sind die anomalen Dimensionen γ, ζ und ξ aus der Evolutionsgleichung (1.60)
fu¨r den Formfaktor bis in Zweischleifenna¨herung vollsta¨ndig bekannt.






+1,7917L3 − 13,9610L2 + 43,4368L
)
+O(L0) . (4.80)
Auch im nichtabelschen Anteil des Formfaktors gilt, dass die Koeffizienten mit al-
ternierendem Vorzeichen vom fu¨hrenden L3 bis hin zum linearen L ansteigen.
Wie bisher werden zur Gro¨ßenabscha¨tzung α/(4π) = 0,003 sowie M = 80GeV
und Q = 1000GeV eingesetzt. Die logarithmischen Beitra¨ge werden in Promille
angegeben:
L3 → +2,0 , L2 → −3,2 , L1 → +1,97 . (4.81)
Wie man sieht, gibt es durch das wechselnde Vorzeichen auch im nichtabelschen
Anteil große Kompensationen zwischen den logarithmischen Termen. Aber ebenso
gilt hier, dass der Beitrag des linearen Logarithmus schon wesentlich kleiner als der
Beitrag des quadratischen Logarithmus ist, so dass sich die beginnende
”
Konvergenz“
der logarithmischen Reihe abzeichnet.
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Zum Vergleich ist im Folgenden das nichtabelsche Ergebnis fu¨r verschwindende
Higgs-Masse, MH = 0, aus (4.51) und (4.77) angegeben:















































+1,7917L3 − 13,9610L2 + 45,4167L
)
+O(L0) . (4.83)
Der Beitrag des linearen Logarithmus a¨ndert sich durch die verschwindende Higgs-
Masse von 1,97 auf 2,06 Promille. Der Unterschied betra¨gt also nur vernachla¨ssigbare
0,1 Promille. Dies ist eine A¨nderung in der Gro¨ßenordnung der nichtlogarithmischen
Konstante, auf deren Berechnung wir verzichtet haben. Durch die Annahme, dass die
Higgs-Masse der Eichbosonmasse entspricht, wurde also ein Fehler von vernachla¨ssig-
barer Gro¨ßenordnung gemacht.
Zum Abschluss soll nun der gesamte Zweischleifenformfaktor betrachtet werden, d.h.
die Summe aus den fermionischen (2.14), abelschen (3.88) und nichtabelschen Bei-
tra¨gen (4.78). Es gilt wieder MH = M . Der SU(2)-Zweischleifenformfaktor lautet:





















































Der komplette Zweischleifenformfaktor ist in Abb. 4.15 graphisch als Funktion des
Impulsu¨bertrags Q fu¨r nf = 6 Fermion-Dubletts (siehe Abschnitt 6.2.2) dargestellt.
Dabei sind wieder wie in Abb. 3.10 die sukzessiven logarithmischen Na¨herungen ge-
zeichnet. Der fu¨hrende L4 approximiert zwar um Q ∼ 1000GeV ganz gut das N3LL-
Ergebnis des Hochenergielimes. Aber fu¨r ho¨here Impulsu¨bertra¨ge entfernt sich die
LL-Na¨herung wieder davon. Durch die Hinzunahme des na¨chstfu¨hrenden kubischen
Logarithmus L3 wird die Na¨herung zuna¨chst schlechter. Erst mit dem quadratischen
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Abbildung 4.15: Kompletter SU(2)-Zweischleifenformfaktor in sukzessiven loga-
rithmischen Na¨herungen (mit nf = 6 Fermion-Dubletts)
Logarithmus in NNLL-Na¨herung kommt man dem Ergebnis wieder na¨her. Und der
lineare Logarithmus liefert einen zwar kleinen, aber durchaus noch signifikanten
Sprung der Kurve nach oben.
In Abb. 4.16 sind die einzelnen Beitra¨ge zum SU(2)-Zweischleifenformfaktor darge-
stellt. Der gro¨ßte Anteil kommt von den abelschen und den nichtabelschen Beitra¨gen,
der fermionische Beitrag spielt nur eine untergeordnete Rolle.
Der in diesem Abschnitt vorgestellte Formfaktor in Zweischleifenna¨herung wird in
Kapitel 6 mit der reduzierten Amplitude aus Abschnitt 1.5 zur Vierfermionamplitude
und zu Vorhersagen von elektroschwachen Streuquerschnitten kombiniert.
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M = 80 GeV, α/(4pi) = 0,003
nf = 6
abelsch (CF2)
nichtabelsch (CFCA + Higgs)
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SU(2)−Formfaktor komplett
Abbildung 4.16: Beitra¨ge zum SU(2)-Zweischleifenformfaktor (mit nf = 6
Fermion-Dubletts), jeweils in N3LL-Na¨herung
110
Kapitel 5
Das SU(2)× U(1)-Modell mit
Massenlu¨cke
Die bisherige Analyse beschra¨nkt sich auf den Fall eines massiven SU(2)-Modells mit
spontaner Symmetriebrechung. Dabei wird die zusa¨tzliche Existenz von masselosen
U(1)-Eichbosonen (im Standardmodell die Photonen) u¨bergangen. Das vorliegende
Kapitel bescha¨ftigt sich mit dem Modell, das eine schwache SU(2)-Wechselwirkung
mit einer U(1)-Hyperladungswechselwirkung kombiniert. Dieses Modell wurde in
Abschnitt 1.2 beschrieben. Gegenu¨ber dem Standardmodell besitzt das Higgs-
Dublett hier die Hyperladung YΦ = 0, so dass lediglich die SU(2)-Eichbosonen
massiv werden, welche auch nicht mit den U(1)-Eichbosonen mischen. Letztere blei-
ben masselos.
Der Einfachkeit halber werden in diesem Kapitel nur Fermionen mit gleicher Hy-
perladung Y betrachtet, und Y wird in die U(1)-Kopplung α′ integriert, um die
Hyperladung nicht u¨berall mit angeben zu mu¨ssen. Anstelle von α′ muss man also
α′ (Y/2)2 lesen. Die Standardmodell-Fermionen mit unterschiedlichen Hyperladun-
gen entsprechend der Tabelle 1.1 ko¨nnen spa¨ter leicht wieder beru¨cksichtigt werden.
Die Ergebnisse dieses Kapitels sind in [24] vero¨ffentlicht.
5.1 Faktorisierung der IR-Singularita¨ten
5.1.1 Der SU(2)× U(1)-Formfaktor
Der Formfaktor der massiven SU(2)-Wechselwirkung,
FSU(2)(Q











SU(2) +O(α3) , (5.1)
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ist in der logarithmischen N3LL-Na¨herung des Hochenergielimes bekannt: F
(1)
SU(2) ist







SU(2) ≡ F2 findet sich in Gl. (4.84).
Die Strahlungskorrekturen mit dem masselosen U(1)-Eichboson erzeugen IR-Diver-
genzen, die regularisiert werden mu¨ssen. Fu¨hrt man dazu eine infinitesimale, aber
endliche Masse λ fu¨r das U(1)-Eichboson ein, dann ist auch der Formfaktor
FU(1)(Q













fu¨r die reine U(1)-Wechselwirkung aus dem SU(2)-Ergebnis bekannt: Der U(1)-
Formfaktor folgt aus dem SU(2)-Formfaktor durch Ersetzen der Kopplung, α→ α′,
Ersetzen der Masse, M → λ, Einsetzen der U(1)-Werte fu¨r CF = 1, CA = 0, TF = 1
entsprechend (1.13) und Weglassen der Higgs-Beitra¨ge, da das U(1)-Eichboson nicht
an das Higgs-Dublett koppelt.
Arbeitet man stattdessen mit dem physikalischen Wert λ = 0 und benutzt die
dimensionale Regularisierung fu¨r die IR-Divergenzen, dann ist der masselose U(1)-
Formfaktor in d = 4− 2ε Dimensionen durch
FU(1)(Q













gegeben mit den Ein- und Zweischleifenbeitra¨gen aus (1.66) und (1.70) sowie CF = 1,
CA = 0, TF = 1 und ns = 0.
Der Formfaktor des kombinierten SU(2) × U(1)-Modells hat in Zweischleifenna¨he-
rung die Struktur





























int +O({α, α′}3) , (5.4)
wobei Fˆ (Q2,M2, λ2) Korrekturen von beiden Eichgruppen erha¨lt und nur der In-
terferenzterm F
(2)
int mit Strahlungskorrekturen von je einem SU(2)- und U(1)-Boson
bisher unbekannt ist.
Fu¨r die dimensionsbehafteten Parameter des SU(2)× U(1)-Modells gilt
λ≪M ≪ Q . (5.5)
Deshalb kann die Abha¨ngigkeit des kombinierten Formfaktors Fˆ (Q2,M2, λ2) von
der infinitesimalen Masse λ durch eine infrarote Evolutionsgleichung [5] beschrieben
werden. Die IR-Divergenzen des Formfaktors im Limes λ → 0 werden nach dem
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Theorem von Kinoshita, Lee und Nauenberg [40, 41] von den IR-Divergenzen in
den Korrekturen reell abgestrahlter U(1)-Bosonen kompensiert. Letztere werden von
masselosen U(1)-Bosonen verursacht, die mit verschwindender Energie oder kollinear
zu einem der externen Fermionen abgestrahlt werden; sie werden von der Pra¨senz der
zusa¨tzlichen SU(2)-Wechselwirkung nicht beeinflusst. Deshalb ist auch das singula¨re
Verhalten des kombinierten SU(2)× U(1)-Formfaktors gleich dem des reinen U(1)-
Formfaktors und kann als separater Faktor in Fˆ (Q2,M2, λ2) geschrieben werden. Der
Einfachkeit halber werden nicht nur die IR-Divergenzen, sondern der ganze U(1)-
Formfaktor FU(1)(Q
2, λ2) vom kombinierten Formfaktor abgespalten. Die Lo¨sung
der infraroten Evolutionsgleichung la¨sst sich in der folgenden faktorisierten Form
schreiben:
Fˆ (Q2,M2, λ2) = FU(1)(Q






Alle IR-Divergenzen sind im ersten Faktor FU(1)(Q
2, λ2) enthalten. Der zweite Faktor
F˜ (Q2,M2) ist IR-konvergent und ha¨ngt somit nur noch von M2, nicht mehr von λ2
ab. Die Faktorisierung (5.6) ist fu¨r λ ≪ M ≪ Q gu¨ltig, dabei werden Terme der
Ordnung λ2/M2 vernachla¨ssigt.
Die IR-konvergente Funktion F˜ (Q2,M2) kann aus dem Quotienten der beiden IR-
singula¨ren Formfaktoren bestimmt werden:





Weil die Funktion F˜ (Q2,M2) als IR-konvergente Gro¨ße nicht von der Art der Re-
gularisierung der IR-Divergenzen abha¨ngt, kann Gl. (5.7) auch in dimensionaler
Regularisierung mit λ = 0 und ε 6= 0 geschrieben werden:
F˜ (Q2,M2) = lim
ε→0
Fˆ (Q2,M2, λ2 = 0; ε)
FU(1)(Q2, λ2 = 0; ε)
. (5.8)
Dabei ist





























int,ε +O({α, α′}3) (5.9)
der SU(2) × U(1)-Formfaktor fu¨r λ = 0 in dimensionaler Regularisierung. Analog
zu (5.4) ist er in Zweischleifenna¨herung bekannt, mit Ausnahme des Interferenz-
terms F
(2)
int,ε, dessen Berechnung im folgenden Abschnitt vorgestellt wird. Der Vorteil
der dimensionalen Regularisierung fu¨r die IR-Divergenzen besteht darin, im Folgen-
den nicht Zweischleifendiagramme mit Eichbosonen zweier verschiedener, endlicher
Massen M und λ ausrechnen zu mu¨ssen. Stattdessen sind nur Diagramme mit einer
endlichen Eichbosonmasse erforderlich.
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5.1.2 Strahlungskorrekturen mit massiven und masselosen
Eichbosonen
Zur Berechnung des Interferenzbeitrags F
(2)
int,ε aus Gl. (5.9) mit dimensionaler Regu-
larisierung der IR-Divergenzen werden Zweischleifendiagramme mit einem massiven
SU(2)-Eichboson und einem masselosen U(1)-Eichboson beno¨tigt. Das U(1)-Boson
koppelt weder ans Higgs-Boson oder an die Goldstone-Bosonen noch an die SU(2)-
Eichbosonen, da keine Mischung der beiden Eichgruppen vorliegt. Ein U¨bergang
zwischen den Eichbosonen beider Gruppen u¨ber eine Fermionschleife findet eben-
falls nicht statt, da die Spur eines einzigen SU(2)-Generators verschwindet. Deshalb
mu¨ssen hier nur die abelschen Beitra¨ge aus Kapitel 3 beru¨cksichtigt werden. Dabei
wird jeweils eines der beiden SU(2)-Eichbosonen durch ein U(1)-Eichboson ersetzt.
Die Berechnung der Schleifendiagramme erfolgt analog zu Kapitel 3. Die mathema-
tische Komplexita¨t ist geringer als fu¨r den rein massiven Formfaktor, da in allen
Diagrammen jetzt nur ein einziger massiver Propagator vorhanden ist.
Im Rahmen der Expansion by Regions fallen manche Regionen, die im SU(2)-
Formfaktor Beitra¨ge geliefert haben, ganz heraus. Andere Beitra¨ge werden einfacher,
z.B. durch weniger Mellin-Barnes-Integrale. Der Beitrag der harten (h-h)-Region ent-
spricht in allen Diagrammen dem jeweiligen Ergebnis aus Kapitel 3, da das masselose
Diagramm nicht davon abha¨ngt, wieviele Massen urspru¨nglich vorhanden waren.
Alle Diagramme mit einem SU(2)- und einem U(1)-Eichboson besitzen den Farb-
faktor




Die Rechnungen werden hier nicht im Detail aufgefu¨hrt, nur die Beitra¨ge der ein-
zelnen Feynman-Diagramme werden angegeben.
Planares Vertexdiagramm
Wenn im planaren Vertexdiagramm (vgl. Abschnitt 3.1.1) der Propagator 5 mas-
siv und der Propagator 6 masselos ist, sind die gleichen Regionen relevant wie im
rein massiven Fall. Allerdings sind die Regionen (1c-1c) und (2c-2c) durch ein ein-






















































mit L = ln(Q2/M2) und Sε = (4π)ε e−εγE .
Beim planaren Vertexdiagramm mit massivem Propagator 6 und masselosem Pro-
pagator 5 fallen die Regionen (1c-h) und (2c-h) weg. Nur die Regionen (h-h), (1c-1c)













































































Dieses Diagramm ist IR-singula¨r, daher kommt der ε−3-Pol.
Nichtplanares Vertexdiagramm
Das nichtplanare Vertexdiagramm aus dem Abschnitt 3.1.2 ist symmetrisch unter
einer horizontalen Spiegelung, siehe Gl. (3.18). Deshalb sind die beiden Beitra¨ge
mit nur einer Eichbosonmasse gleich. Im Fall, wenn der Propagator 5 massiv und
der Propagator 6 masselos ist, fallen die Regionen (h-2c), (1c-2c), (2c’-2c), (us’-us’),
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Vertexdiagramm mit Benz-Topologie
Wenn im abelschen Vertexdiagramm mit Benz-Topologie aus dem Abschnitt 3.1.3
der Propagator 3 massiv und der Propagator 4 masselos ist, sind nur noch die
Regionen (h-h), (1c-h) und (1c-1c) relevant, die Regionen (h-2c), (us-2c), (2c-2c)































































Im anderen Fall, wenn der Propagator 4 massiv und der Propagator 3 masselos ist,
sind die Regionen (h-h), (h-2c), (1c-1c) und (2c-2c) relevant, die Regionen (1c-h),























































Wenn im Vertexdiagramm mit Fermion-Selbstenergie aus dem Abschnitt 3.1.4 der
Propagator 3 massiv und der Propagator 5 masselos ist, tragen die gleichen Regionen
wie im rein massiven Fall bei. Allerdings sind die Regionen (h-s) und (1c’-s) nicht
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Wenn der Propagator 5 massiv und der Propagator 3 masselos ist, sind nur die
Regionen (h-h), (2c-2c) und (h-s) vorhanden, wobei letztere unterdru¨ckt ist. Die






















































Die beiden Selbstenergiediagramme mit T1-Topologie aus dem Abschnitt 3.2.1, im
ersten Fall mit massivem Propagator 2 und masselosem Propagator 3, im zweiten
Fall umgekehrt, liefern aufgrund der Symmetrie (3.68) den gleichen Beitrag.
















Wenn im Selbstenergiediagramm mit T2-Topologie aus dem Abschnitt 3.2.2 der
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Sonstige Beitra¨ge mit Selbstenergiekorrekturen
Das Produkt aus Einschleifendiagrammen aus dem Abschnitt 3.2.3 (Abb. 3.9) taucht
im SU(2)× U(1)-Interferenzterm nicht auf, da immer eine der beiden Einschleifen-
korrekturen verschwindet, wenn die entsprechende Eichbosonmasse zu Null gesetzt
wird und somit skalenlose Integrale entstehen.






M=0 in Gl. (1.66) mit der massiven SU(2)-Einschlei-
fenselbstenergie Σ1 in Gl. (1.78). Da F
M=0
v,1 einen ε
−2-Pol entha¨lt, wird Σ1 bis zur
Ordnung ε2 beno¨tigt. Andererseits entha¨lt Σ1 nur einen ε
−1-Pol, so dass bei FM=0v,1
die lineare Ordnung in ε genu¨gt. Dieser Beitrag lautet:




































Der in Gl. (5.9) eingefu¨hrte Interferenzterm F
(2)
int,ε, der Strahlungskorrekturen von je





int,ε = Fv,LAM5 + Fv,LAM6 + Fv,NPM5 + Fv,NPM6 + 2Fv,BEM3 + 2Fv,BEM4
+ 2Fv,fcM3 + 2Fv,fcM5 + ΣT1M2 + ΣT1M3 + ΣT2M2 + ΣT2M4




























































Damit ist der Formfaktor Fˆ (Q2,M2, λ2 = 0; ε) des kombinierten SU(2) × U(1)-
Modells in dimensionaler Regularisierung bis in Zweischleifenna¨herung bekannt.
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5.1.3 Auswertung der Faktorisierung
Den endlichen Faktor F˜ (Q2,M2) der Faktorisierung erha¨lt man aus Gl. (5.8), indem
man fu¨r Fˆ (Q2,M2, λ2 = 0; ε) (5.9) und FU(1)(Q
2, λ2 = 0; ε) (5.3) die Entwicklung in
der jeweiligen Kopplungskonstanten einsetzt:
F˜ (Q2,M2) = lim
ε→0
Fˆ (Q2,M2, λ2 = 0; ε)




































int,ε − F (1)SU(2) · F (1)U(1),ε
]}
+O({α, α′}3) . (5.23)
Durch Einsetzen des Ergebnisses (5.22) sowie des massiven Einschleifenformfak-
















+O({α, α′}3) . (5.24)
Dieses Ergebnis ist im Limes ε→ 0 endlich, dadurch ist die in Gl. (5.6) behauptete
Faktorisierung explizit gezeigt. Außerdem entha¨lt die rechte Seite von Gl. (5.24)
nur einen linearen Logarithmus, keine ho¨heren Logarithmenpotenzen. In NNLL-
Na¨herung gilt folglich sogar die naive Faktorisierung
Fˆ (Q2,M2, λ2)
NNLL∼ FU(1)(Q2, λ2) · FSU(2)(Q2,M2)






Die nichtlogarithmische Konstante auf der rechten Seite von (5.24) wird nicht
beno¨tigt, da der SU(2)-Formfaktor in der Zweischleifenordnung auch nur in N3LL-
Na¨herung bekannt ist.
Die Faktorisierung
Fˆ (Q2,M2, λ2; ε) = FU(1)(Q






gilt unabha¨ngig davon, ob die IR-Divergenzen mit der infinitesimalen Eichboson-
masse λ oder dimensional mit ε regularisiert werden. Sie erlaubt die Wahl der
IR-Regularisierung unabha¨ngig von den Korrekturen zu F˜ (Q2,M2).
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5.2 Das SU(2)× U(1)-Modell mit gleichen
Massen
Fu¨r den Formfaktor war es vergleichsweise einfach, die Strahlungskorrekturen mit
massiven und masselosen Eichbosonen explizit auszurechnen. Dies wu¨rde sich fu¨r
die Vierfermionamplitude schwieriger gestalten, da hier die Zweischleifenergebnisse
mittels der Evolutionsgleichung (1.47) berechnet werden.
Es ist jedoch leicht mo¨glich, die SU(2)-Ergebnisse auf ein SU(2)×U(1)-Modell mit
gleichen Massen M = λ zu erweitern. Fu¨r den Zweischleifenformfaktor muss dazu







ersetzt werden. In den fermionischen Beitra¨gen gilt:
α2CFTFnf → α2CFTFnf + α′2nf . (5.28)
An den nichtabelschen Anteilen und den Higgs-Beitra¨gen des SU(2)-Formfaktors
a¨ndert sich nichts durch die Erweiterung um die massive U(1)-Eichgruppe.
Das Ergebnis fu¨r das SU(2)×U(1)-Modell mit gleichen Massen muss mit den Gro¨ßen
in der Faktorisierung (5.26) in Verbindung gebracht werden, um daraus auch Aus-
sagen fu¨r den Fall λ 6= M treffen zu ko¨nnen. Weil die mit λ2/M2 unterdru¨ckten und
vernachla¨ssigten Terme in (5.26) nicht bekannt sind, werden sie fu¨r λ = M mit einer
zusa¨tzlichen Funktion C(Q2,M2) parametrisiert:
Fˆ (Q2,M2, λ2 = M2) = FU(1)(Q
2, λ2 = M2) · F˜ (Q2,M2) · C(Q2,M2) . (5.29)
In Gl. (5.29) sind alle Gro¨ßen bis auf die Funktion C(Q2,M2) bekannt. Auflo¨sen der
Gleichung nach C(Q2,M2) und Einsetzen der Funktionen Fˆ , FU(1) und F˜ ergibt:

























+O({α, α′}3) . (5.30)
In Zweischleifenordnung ist C(Q2,M2) lediglich eine Konstante, die wie alle nicht-
logarithmischen Konstanten vernachla¨ssigt werden kann. Die Faktorisierung
Fˆ (Q2,M2, λ2 =M2)
N3LL∼ FU(1)(Q2, λ2 = M2) · F˜ (Q2,M2) (5.31)
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ohne den Faktor C(Q2,M2) ist also fu¨r alle logarithmischen Terme in Zweischleifen-
ordnung gu¨ltig. Diese Feststellung ermo¨glicht die Berechnung der Faktorisierungs-




2,M2, λ2 = M2)
FU(1)(Q2, λ2 = M2)
. (5.32)
Daraus ko¨nnen auch fu¨r die gewu¨nschte Skalenhierarchie λ ≪ M ≪ Q alle Zwei-
schleifenlogarithmen des SU(2)× U(1)-Formfaktors folgendermaßen bestimmt wer-
den:







Rezept“ fu¨r die Berechnung aller logarithmischen Zweischleifenbeitra¨ge im
SU(2)× U(1)-Modell mit der Massenlu¨cke λ≪M lautet also:
1. Den SU(2) × U(1)-Formfaktor im Fall gleicher Massen λ = M durch eine
Erweiterung des reinen SU(2)-Formfaktors bestimmen.
2. Durch die U(1)-Korrekturen bei λ = M teilen.
3. Multiplizieren mit dem U(1)-Formfaktor im gewu¨nschten Regularisierungs-
schema der IR-Divergenzen (z.B. mit Eichbosonmasse λ).
Dies war auch die in [5–7, 22] gewa¨hlte Vorgehensweise, die hier durch explizite
Rechnung besta¨tigt wird.
Im allgemeinen Fall der Kombination zweier Eichgruppen wu¨rde die Relation (5.33)
nur in NNLL-Na¨herung gelten, da nur in dieser Na¨herung die universellen Funktio-
nen γ und ζ (siehe Abschnitt 1.5.2) zur Bestimmung des Ergebnisses genu¨gen. Im
vorliegenden SU(2)×U(1)-Modell gilt Gl. (5.33) fu¨r alle logarithmischen Zweischlei-
fenterme, weil die Eichbosonen der verschiedenen Gruppen nicht wie im Standardmo-
dell mischen und sich die Interferenzterme mit Korrekturen von beiden Eichgruppen




In diesem Kapitel werden die Ergebnisse aus den vorigen Kapiteln zusammengesetzt,
um elektroschwache Korrekturen zur Vierfermionstreuung zu erhalten. Zuna¨chst
wird in Abschnitt 6.1 beschrieben, wie Wirkungsquerschnitte fu¨r die Vierfermion-
streuung in der reinen SU(2)-Theorie aus der Vierfermionamplitude berechnet wer-
den. In Abschnitt 6.2 geht es dann um Korrekturen im elektroschwachen Stan-
dardmodell. Hier werden Ergebnisse fu¨r Zweischleifenkorrekturen zu verschiedenen
Wirkungsquerschnitten vorgestellt und diskutiert. Das Kapitel schließt mit einer
Zusammenfassung der vorliegenden Arbeit.
Die in diesem Kapitel vorgestellten Ergebnisse wurden zur Vero¨ffentlichung einge-
reicht [28]. Die Vero¨ffentlichung weiterer Details ist in Vorbereitung.
6.1 SU(2)L-Wirkungsquerschnitte
In diesem Abschnitt geht es zuna¨chst um Wirkungsquerschnitte in einem reinen
SU(2)-Modell mit spontaner Symmetriebrechung, ohne Beru¨cksichtigung der U(1)-
Wechselwirkung.
Zur Berechnung von Wirkungsquerschnitten fu¨r Vierfermionprozesse f f¯ → f ′f¯ ′ ist
die Vierfermionamplitude A erforderlich. Diese wurde in Abschnitt 1.5 analysiert.
In Gl. (1.46) wurde sie als Produkt aus dem Quadrat des Formfaktors F und der
reduzierten Amplitude A˜ geschrieben.
Die Betrachtungen in Abschnitt 1.5 gelten allgemein fu¨r eine SU(2)-Eichgruppe, die
an links- und rechtsha¨ndige Fermionen koppelt. Hier soll wie im Standardmodell eine
SU(2)L-Wechselwirkung nur fu¨r linksha¨ndige Fermionen betrachtet werden, d.h. es
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werden keine rechtsha¨ndigen Fermionen in der Amplitude betrachtet. Aus der Vier-
fermionamplitude im Raum der Chiralita¨tsstruktur wird also nur die Komponente
fu¨r linksha¨ndige Fermionen im Anfangs- und im Endzustand beno¨tigt.
Der SU(2)-Formfaktor F wurde in den vorangegangenen Kapiteln in logarithmi-
scher Na¨herung berechnet, das Einschleifenergebnis steht in Gl. (1.68), das Zwei-
schleifenergebnis in Gl. (4.84). Auch von der reduzierten Amplitude A˜ sind in Zwei-
schleifenna¨herung alle logarithmischen Terme bekannt, wenn man die Ergebnisse
aus Abschnitt 1.5.1 in Gl. (1.52) einsetzt.
In (1.37) und (1.38) wurden die Basisvektoren der Vierfermionamplitude im SU(2)-
Farbraum definiert, der dem Isospinraum entspricht. Hier werden Prozesse f f¯ →
f ′f¯ ′ betrachtet, die in Bornscher Na¨herung u¨ber den neutralen Strom vermittelt
werden. Bei diesen produzieren die SU(2)-Generatoren ta im Basisvektor AλLL =
v¯L(−p2) γµta uL(p1) · u¯L(p4) γµta vL(−p3) als Eigenwerte die Komponenten I3W des
schwachen Isospins des jeweiligen Fermion-Antifermion-Paars (siehe Tabelle 1.1).
Es kann also
AλLL → I3f I3f ′ AdLL (6.1)
ersetzt werden, wobei I3f und I
3
f ′ fu¨r den Isospin des Fermion-Antifermion-Paars
im Anfangs- respektive Endzustand stehen und AdLL der Basisvektor ohne SU(2)-
Generatoren ist.
Fu¨r die Korrekturen zur reduzierten Amplitude A˜ muss noch die linksha¨ndige Chi-
ralita¨t der Fermionen beachtet werden. Dies kann durch die Einfu¨hrung des Projek-
tors (1− γ5)/2 in die Basisamplituden Aλ und Ad geschehen, bevor u¨ber die Spins
der Fermionen im Anfangszustand gemittelt und u¨ber die Spins der Fermionen im
Endzustand summiert wird. Die dabei entstehenden Spuren u¨ber Spinsummen und
γ-Matrizen werden mit den u¨blichen Methoden ausgewertet (siehe z.B. [29]).
Abschließend wird die Integration u¨ber den Winkel θ in Gl. (1.40) durchgefu¨hrt, also
u¨ber den Winkel zwischen den ra¨umlichen Komponenten von p1 und p4 im Schwer-
punktsystem. Der totale Wirkungsquerschnitt σ wird auf die Born-Na¨herung σB










r(2) +O(α3) . (6.2)
Dabei ist die Kopplung α in der Entwicklung (6.2) bei der Skala µ = M renormiert,
wa¨hrend die Kopplung g im Born-Wirkungsquerschnitt σB bei µ =
√
s renormiert
wird, siehe Gl. (1.46) und die anschließende Diskussion.
Die Korrekturen ha¨ngen davon ab, ob die Fermionen im Anfangs- und Endzustand
den gleichen Isospin (I3f = I
3
f ′, Bezeichnung mit r
(1,2)
+ ) oder einen entgegengesetzten
Isospin (I3f = −I3f ′ , Bezeichnung mit r(1,2)− ) haben.
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Der Einschleifenbeitrag [22] lautet:
r
(1)







nf − 3π2 , (6.3)
r
(1)







nf − 3π2 . (6.4)




































































L(s) +O(L0) , (6.6)


























































L(s) +O(L0) , (6.7)
fu¨r I3f = −I3f ′ . Die SU(2)L-Wirkungsquerschnitte sind also in der Zweischleifenord-
nung in N3LL-Na¨herung bekannt, d.h. in vollsta¨ndiger logarithmischer Na¨herung
unter Vernachla¨ssigung der nichtlogarithmischen Konstante.
6.2 Elektroschwache Korrekturen
Dieser Abschnitt behandelt Strahlungskorrekturen im Rahmen des elektroschwa-
chen Standardmodells. Das SU(2)-Modell aus dem vorigen Abschnitt wird um die
U(1)-Eichgruppe der Hyperladung bzw. der elektromagnetischen Wechselwirkung
erweitert, die Chiralita¨t der schwachen Wechselwirkung wird beachtet und die Hy-
perladungen der Fermionen korrekt eingefu¨hrt. Im Folgenden werden die Faktori-
sierung der elektromagnetischen IR-Divergenzen (Abschnitt 6.2.1), die Einfu¨hrung
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der elektroschwachen Parameter (Abschnitt 6.2.2), und die Beru¨cksichtigung von
MW 6= MZ (Abschnitt 6.2.3) betrachtet, bevor in Abschnitt 6.2.4 Ergebnisse fu¨r
elektroschwache Wirkungsquerschnitte pra¨sentiert werden.
6.2.1 Faktorisierung der elektromagnetischen
IR-Divergenzen
Fu¨r die exakte Berechnung von elektroschwachen Korrekturen bei Vierfermionpro-
zessen mu¨sste das Standardmodell mit der spontan gebrochenen SU(2) × U(1)-
Symmetrie zugrunde gelegt werden. Die Masseneigenzusta¨nde der Eichbosonen sind
dort die W±- und Z-Bosonen mit a¨hnlicher, aber unterschiedlicher Masse sowie
das masselose Photon. Die beiden urspru¨nglichen Eichgruppen mischen, und die
ungebrochene U(1)-Symmetrie hat nicht die Hyperladung, sondern die elektrische
Ladung als Generator.
In Kapitel 5 wurde gezeigt, dass fu¨r ein SU(2)×U(1)-Modell, in dem die beiden Eich-
gruppen nicht mischen, alle logarithmischen Zweischleifenbeitra¨ge des Formfaktors
mit den am Ende des Kapitels beschriebenen Schritten erhalten werden ko¨nnen.
Eine a¨hnliche Rechnung wurde in [22] fu¨r elektroschwache Korrekturen zur Vier-
fermionamplitude durchgefu¨hrt: Die Strahlungskorrekturen werden fu¨r den Fall be-
rechnet, dass alle Eichbosonen, W , Z und Photon, die gleiche Masse M besitzen.
Dann werden die elektromagnetischen QED-Korrekturen mit einer Photonmasse,
die ebenfalls auf M gesetzt wird, abfaktorisiert. Das Ergebnis beschreibt den IR-
endlichen Anteil der elektroschwachen Korrekturen und kann bei Bedarf mit den
QED-Korrekturen multipliziert werden, wobei die IR-Divergenzen z.B. durch eine
Photonmasse λ≪ M regularisiert werden.
Diese Rechnung ist fu¨r das elektroschwache Standardmodell in NNLL-Na¨herung
gu¨ltig – bis auf Terme, welche vom Massenunterschied zwischen den W - und Z-
Bosonen herru¨hren. Das liegt daran, dass alle fu¨r die NNLL-Na¨herung beno¨tigten
Zweischleifenkoeffizienten γ(2), ζ (2) und χ(2) universell sind und weder von der Higgs-
Masse noch vom Mechanismus der spontanen Symmetriebrechung abha¨ngen. Die
Bestimmung des linearen Zweischleifenlogarithmus erfordert hingegen die Verwen-
dung der richtigen Masseneigenzusta¨nde fu¨r die Eichbosonen.
Legt man aber eine vereinfachtes SU(2)×U(1)-Modell zugrunde, in dem die Hyper-
ladung des Higgs-Dubletts verschwindet, so dass die Eichbosonen der verschiedenen
Eichgruppen nicht mischen, dann kann die oben beschriebene Prozedur auch zur
Berechnung des linearen Zweischleifenlogarithmus verwendet werden. Analog zum
Kapitel 5 lautet die Rechenvorschrift:
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1. Berechnung der SU(2) × U(1)-Korrekturen im spontan gebrochenen Modell
mit der gleichen Masse M sowohl fu¨r alle SU(2)-Eichbosonen als auch fu¨r das
U(1)-Hyperladungsboson.
2. Abfaktorisierung der QED-Korrekturen unter Verwendung der schweren Eich-
bosonmasse M fu¨r die Photonmasse.
Mit den QED-Korrekturen sind dabei tatsa¨chlich die Korrekturen der elektroma-
gnetischen Eichsymmetrie gemeint, deren Generator proportional zur elektrischen
Ladung ist.
Durch die Annahme, dass das Higgs-Dublett keine Hyperladung hat und die
Eichgruppen folglich nicht mischen, vernachla¨ssigt man Terme, die den linearen
Zweischleifenlogarithmus beeinflussen. Diese Beitra¨ge sind jedoch proportional zu
sin2 θW ≈ 0,2, wobei θW der schwache Mischungswinkel ist. Man kann also davon
ausgehen, dass der Koeffizient des linearen Logarithmus im vereinfachten Modell
gegenu¨ber dem Standardmodellergebnis um etwa 20% abweichen wird. Zusa¨tzlich
fu¨hrt die Massendifferenz MW 6= MZ zu weiteren kubischen und quadratischen Lo-
garithmen, die aber in Abschnitt 6.2.3 beru¨cksichtigt werden. Da der Beitrag des
linearen Logarithmus in den Zweischleifenergebnissen insgesamt relativ klein ist (vgl.
die Diskussion der Ergebnisse in Abschnitt 6.2.4), sagt das vereinfachte Modell ohne
Mischung die Standardmodellkorrekturen mit ausreichender Genauigkeit voraus.
6.2.2 Elektroschwache Parameter
Den bisherigen Rechnungen in den vorhergehenden Kapiteln liegt das in Ab-
schnitt 1.2 beschriebene SU(2) × U(1)-Modell mit spontaner Symmetriebrechung
zugrunde. Nicht beru¨cksichtigt wurde dabei jedoch die unterschiedliche Kopplung
der Standardmodellfermionen an die Eichgruppen in Abha¨ngigkeit von der Chira-
lita¨t und der Hyperladung.
Fu¨r die Vierfermionstreuung im elektroschwachen Modell mu¨ssen SU(2)-Eich-
bosonen, die ausschließlich an linksha¨ndige Fermionen koppeln, und U(1)-Bosonen,
deren Kopplung an Fermionen von der Hyperladung abha¨ngt, betrachtet werden.














Aff ′IJ , (6.8)
mit
Aff ′IJ = f¯IγµfI · f¯ ′Jγµf ′J , (6.9)
wobei fI , f¯I usw. die Spinoren der externen Fermionen mit Chiralita¨t I, J = L,R
sind. I3f ist die Isospinkomponente des Fermions f mit I
3
f = 0 fu¨r rechtsha¨ndige
127
Kapitel 6. Vierfermionstreuung
Singletts und I3f = ±12 fu¨r die Komponenten von linksha¨ndigen Dubletts. Yf ist
die Hyperladung des Fermions f entsprechend der Tabelle 1.1 auf Seite 13. Durch
den Faktor tan2 θW mit dem schwachen Mischungswinkel wurde entsprechend g
′ =
g tan θW (1.7) die U(1)-Kopplung g
′ durch die SU(2)-Kopplung g ausgedru¨ckt.
Fu¨r die Schleifenkorrekturen kann man den Isospin der Fermionen durch die folgende
Ersetzung der Basisvektoren im Raum der Isospin- und Chiralita¨tsstruktur (1.38)
ins Spiel bringen:
AλIJ → I3f I3f ′ Aff
′
IJ , AdIJ → Aff
′
IJ . (6.10)
Im hier betrachteten Fall von Prozessen mit f 6= f ′, die in Bornscher Na¨herung
u¨ber den neutralen Strom vermittelt werden, besitzen die masselosen Fermionen f
und f¯ im Anfangszustand und genauso die Fermionen f ′ und f¯ ′ im Endzustand
die gleiche Chiralita¨t. Diese kann dadurch beru¨cksichtigt werden, dass man den
Anteil der schwachen SU(2)-Wechselwirkung jeweils nur fu¨r linksha¨ndige Fermionen
einberechnet.
Die Chiralita¨t und die Hyperladung von Fermionen, die in den Strahlungskorrek-
turen in geschlossenen Fermionschleifen auftauchen, kann u¨ber den Parameter nf
beru¨cksichtigt werden. Fu¨r die SU(2)-Wechselwirkung za¨hlt dieser Parameter ein-
fach die Anzahl der Dubletts von Dirac-Fermionen, die in der Schleife laufen ko¨nnen.
In der ersten Fermionfamilie mu¨ssen hier das Leptondublett aus e− und νe sowie das
Quarkdublett aus u und d in drei QCD-Farben geza¨hlt werden. Allerdings laufen nur
linksha¨ndige Fermionfreiheitsgrade in einer Schleife, die an SU(2)-Bosonen koppelt.
Daher kommt ein Faktor 1/2 hinzu. Pro Fermionfamilie mu¨ssen also (1 + 3)/2 = 2
Fermion-Dubletts beru¨cksichtigt werden. Bei insgesamt Ng = 3 Familien (oder Ge-
nerationen) von Fermionen muss fu¨r die SU(2)-Wechselwirkung
nf → 2Ng = 6
gesetzt werden. Fu¨r die U(1)-Wechselwirkung muss nf durch eine Summe u¨ber
die Quadrate der Hyperladungen der Fermionen ersetzt werden. Geladene Lep-
tonsingletts tragen zu dieser Summe (Y/2)2 = 1 bei, Komponenten von Lepton-
dubletts (Y/2)2 = 1/4, u-artige Quarksingletts (Y/2)2 = 4/9, d-artige Quark-
singletts (Y/2)2 = 1/9 und Komponenten von Quarkdubletts (Y/2)2 = 1/36.
Wieder korrigiert ein zusa¨tzlicher Faktor 1/2, dass jedes Fermion als links- und
rechtsha¨ndiges Teilchen doppelt geza¨hlt wird. In der Summe ist der Beitrag jeder








6.2.3 Beru¨cksichtigung des Massenunterschieds MW 6=MZ
Die bisherigen U¨berlegungen sind davon ausgegangen, das alle SU(2)-Eichbosonen
die gleiche Masse M besitzen. Im Standardmodell hat jedoch das Z-Boson eine
gro¨ßere Masse als das W±-Boson. Dieser Massenunterschied kann durch eine Ent-
wicklung um den Fall gleicher Masse beru¨cksichtigt werden. Als Entwicklungspara-
meter wird dazu





benutzt. In Einschleifenna¨herung kann die A¨nderung der Amplitude mit MZ bei
festgehaltenem M = MW in fu¨hrender Ordnung in δM explizit berechnet werden.
Dies fu¨hrt zu einer A¨nderung der massenabha¨ngigen Koeffizienten ξ(1), F
(1)
0 und
A(1)0 aus der Lo¨sung der Evolutionsgleichungen (1.52) und (1.65). Diese Informa-
tion genu¨gt, um in der Zweischleifenordnung die A¨nderung der Koeffizienten des
kubischen und des quadratischen Logarithmus zu bestimmen. Die Koeffizienten der
anderen Funktionen γ, ζ und χ sind massenunabha¨ngig und werden nicht vom Un-
terschied MW 6=MZ beeinflusst.
Dadurch wurde der Unterschied zwischen der W - und der Z-Masse in NNLL-Na¨he-
rung in fu¨hrender Ordnung in δM beru¨cksichtigt. Die Gro¨ße dieses Effekts ist ver-
gleichbar mit dem Beitrag des linearen Logarithmus, also vergleichsweise klein. Kor-
rekturen ho¨herer Ordnung in δM ko¨nnen daher vernachla¨ssigt werden. Die A¨nderung
des linearen Logarithmus durch den Massenunterschied du¨rfte in der Gro¨ßenordnung
der vernachla¨ssigten nichtlogarithmischen Konstante liegen und kann ebenfalls weg-
gelassen werden.
6.2.4 Elektroschwache Wirkungsquerschnitte
Mit den U¨berlegungen aus den vorangegangenen Abschnitten ko¨nnen nun elek-
troschwache Korrekturen zu Vierfermionprozessen berechnet werden. Beispielhaft
werden hier totale Wirkungsquerschnitte angegeben, aber auch die Vorwa¨rts-
Ru¨ckwa¨rts-Asymmetrie und die Links-Rechts-Asymmetrie wurden berechnet.
Entsprechend der in Abschnitt 6.2.1 beschriebenen Faktorisierung wird der elek-
troschwache Wirkungsquerschnitt σ auf den Wirkungsquerschnitt σem mit reinen
elektromagnetischen QED-Korrekturen normiert. Fu¨r die Berechnung von σem wird
eine endliche Photonmasse λ benutzt, und σem selbst wird so normiert, dass die
virtuellen QED-Korrekturen bei s = λ2 verschwinden.
Fu¨r die Sto¨rungsreihe wird die U(1)-Hyperladungskopplung α′ mittels des schwachen
Mischungswinkels zugunsten der schwachen Kopplung α eliminiert:
α′ = α tan2 θW . (6.12)
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Der Wirkungsquerschnitt des Vierfermionprozesses f f¯ → f ′f¯ ′ wird in der dann
einzigen Kopplung α entwickelt:













ff ′ +O(α3) . (6.13)
Die Entwicklung erfolgt in der bei µ =M =MW renormierten Kopplung α, wa¨hrend
die in der Born-Na¨herung enthaltenen Kopplungen bei µ =
√
s renormiert werden.
Das Einschleifenergebnis ist nicht nur in logarithmischer Na¨herung, sondern exakt




ll′ = 1,42L4(s)− 20,33L3(s) + 112,57L2(s)− 312,90L(s) +O(L0) , (6.14)
r
(2)
lQ = 1,93L4(s)− 11,28L3(s) + 33,79L2(s)− 60,87L(s) +O(L0) , (6.15)
r
(2)
lq = 2,79L4(s)− 51,98L3(s) + 321,34L2(s)− 757,35L(s) +O(L0) , (6.16)
r
(2)
QQ′ = 2,67L4(s)− 46,64L3(s) + 278,94L2(s)− 666,05L(s) +O(L0) , (6.17)
r
(2)
Qq = 3,53L4(s)− 20,39L3(s) + 65,20L2(s)− 91,92L(s) +O(L0) , (6.18)
r
(2)
qq′ = 4,20L4(s)− 71,87L3(s) + 423,61L2(s)− 919,35L(s) +O(L0) , (6.19)
mit L(s) = ln(s/M2W ). Der Index l bezeichnet ein geladenes Lepton, Q ein Quark u,
c oder t und q ein Quark d, s oder b. Fu¨r die numerische Berechnung wurde der
Wert sin2 θW = 0,231 fu¨r den MS-renormierten Mischungswinkel an der Skala MZ
eingesetzt.
Fu¨r die Zweischleifenkorrekturen r
(2)
lq zum Prozess ll¯ → qq¯ werden die sukzessiven lo-
garithmischen Na¨herungen in Abb. 6.1 inklusive des Vorfaktors (α/4π)2 als Funktion
von
√
s dargestellt. Die eingesetzten Werte fu¨r die W -Masse MW = 80,4GeV und
die schwache Kopplung α/(4π) = 0,00269 in MS-Renormierung bei der Skala MW
entsprechen den Standardmodellwerten.
Die in LL-Na¨herung sanft ansteigende Kurve wird durch den viel gro¨ßeren Logarith-
mus L3 stark ins Negative (NLL) und durch die Hinzunahme des Logarithmus L2
wieder ebensoweit nach oben zuru¨ck verschoben (NNLL). Die Logarithmen L3 und
L2 liefern im TeV-Bereich den gro¨ßten Beitrag, die Verschiebung durch den linearen
Logarithmus ist bereits wieder kleiner. Das gesamte N3LL-Ergebnis ist mit etwa ei-
nem halben Prozent wesentlich kleiner als die Beitra¨ge der einzelnen logarithmischen
Terme, die im TeV-Bereich bis zu 10% darstellen ko¨nnen.
Die Zweischleifenkorrekturen zu den Vierfermionprozessen in den Gleichungen (6.14)
bis (6.19) sind in den Abbildungen 6.2 und 6.3 dargestellt. Im Gegensatz zu den
Beitra¨gen der einzelnen logarithmischen Terme liegt die Gro¨ße der gesamten Zwei-
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Abbildung 6.1: Zweischleifenkorrekturen r
(2)
lq zu ll¯ → qq¯ in sukzessiven logarith-
mischen Na¨herungen
Die Genauigkeit der elektroschwachen Zweischleifenkorrekturen (6.14) bis (6.19)
kann wie folgt abgescha¨tzt werden:
• Auf der Basis der Ergebnisse fu¨r den fermionischen und den abelschen Anteil
des Formfaktors (Kapitel 2 und 3) wird der Fehler durch die vernachla¨ssigte
nichtlogarithmische Konstante in der Zweischleifenordnung auf wenige Promil-
le gescha¨tzt.
• Die durchM2/Q2 unterdru¨ckten Beitra¨ge, die in dieser Arbeit nicht betrachtet
wurden, ko¨nnen auf Grund des Vergleichs mit dem exakten Ergebnis fu¨r den
fermionischen Formfaktor (Kapitel 2) fu¨r
√
s > 500GeV als deutlich unter
einem Promille angenommen werden.
• Die in fu¨hrender Ordnung beru¨cksichtigten Effekte durch den Massenunter-
schied MW 6= MZ betragen in Zweischleifenordnung weniger als fu¨nf Promille.
Die vernachla¨ssigten ho¨heren Ordnungen in der Massendifferenz und die nicht
beachtete A¨nderung des linearen Zweischleifenlogarithmus fu¨hren zu einem
Fehler im Promillebereich.
• Die verschwindende Hyperladung des Higgs-Bosons und die dadurch ver-
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Abbildung 6.3: Zweischleifenkorrekturen zu QQ¯→ qq¯, QQ¯→ Q′Q¯′ und qq¯ → q′q¯′
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effizienten des linearen Logarithmus veranschlagt, was zu einem Fehler von
wenigen Promille fu¨r die Zweischleifenkorrekturen fu¨hrt.
• Die Annahme, dass die Higgs-Masse der Eichbosonmasse entspricht, fu¨hrt zu
einer A¨nderung des linearen Logarithmus von maximal 5%, da die Higgs-
Beitra¨ge insgesamt sehr klein sind. Die vernachla¨ssigte Masse von virtuellen
Topquarks in Fermionschleifen a¨ndert den linearen Logarithmus ebenfalls im
Prozentbereich. Diese beiden Effekte addieren sich zu einem Fehler von einem
bis wenigen Promille in den Zweischleifenkorrekturen.
Insgesamt du¨rfte der Fehler in den Zweischleifenkorrekturen fu¨r die Produktion leich-
ter Leptonen und Quarks, relativ zur Born-Na¨herung, im Bereich von einigen Pro-
mille bis maximal einem Prozent liegen. Wenn allerdings Topquarks als externe Teil-
chen produziert werden, liegt der Fehler in der vernachla¨ssigten Topmasse aufgrund
der hohen Top-Yukawa-Kopplung deutlich ho¨her.
6.3 Zusammenfassung
In dieser Arbeit wurden analytische Zweischleifenkorrekturen zum Formfaktor eines
abelschen Vektorstroms und zu Wirkungsquerschnitten von Vierfermionprozessen
berechnet, die in Born-Na¨herung u¨ber den neutralen Strom vermittelt werden. Als
Grundlage diente ein vereinfachtes SU(2)×U(1)-Modell mit spontaner Symmetrie-
brechung, dessen Ergebnisse unter den in der Arbeit beschriebenen Na¨herungen auf
elektroschwache Korrekturen u¨bertragen wurden. Dadurch konnten elektroschwache
Zweischleifenkorrekturen mit einem gescha¨tzten Fehler im Promillebereich erzielt
werden.
Diese Analyse liefert theoretische Zweischleifenvorhersagen in ausreichender Genau-




In Abschnitt 1.2 wird das in dieser Arbeit verwendete Modell und die ihm zugrunde
liegende Lagrange-Dichte beschrieben. Daraus erha¨lt man in allgemeiner Rξ-Eichung












































k2 − ξM2 . (A.6)
Auf die Angabe der infinitesimalen positiven Imagina¨rteile +i0 in den Propagator-
nennern wurde verzichtet. In dieser Arbeit wird ausschließlich die Feynman-’t Hooft-
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fabef cde(gµρgνσ − gµσgνρ)
+facef bde(gµνgρσ − gµσgνρ)















































































































g ξM fabc . (A.16)
Außerdem werden Spinoren fu¨r externe Fermionen beno¨tigt. Ein (Anti-)Fermion
im Anfangszustand mit Impuls p und wird durch u(p) (v¯(p)) beschrieben, ein
(Anti-)Fermion im Endzustand durch u¯(p) (v(p)). Fu¨r masselose Fermionen gilt:
/p u(p) = /p v(p) = 0 , u¯(p) /p = v¯(p) /p = 0 . (A.17)
Der Unterschied zwischen u(p) und v(p) macht sich nur bei endlicher Fermionmasse
bemerkbar. Genau genommen fehlt bei diesen Spinoren die Angabe der Spinorien-
tierung bzw. der Chiralita¨t. Fu¨r die schwache SU(2)-Wechselwirkung werden nur
linksha¨ndige Fermionen betrachtet, fu¨r die U(1)-Wechselwirkung der Hyperladung
spielt die Chiralita¨t keine Rolle.
U¨ber den Impuls jeder geschlossenen Schleife wird bei dimensionaler Regularisierung




















Das Multiplizieren des Impulsintegrals mit eεγE pro Schleife sorgt dafu¨r, dass das




wird im Rahmen der MS-Vorschrift in die Renormierungsskala µ absorbiert. Wenn
zudem (M2)−ε pro Schleife abfaktorisiert wird (außer bei masselosen Integralen),
kann das Integral dimensionslos definiert werden. Der Vorfaktor (µ2/M2)ε fa¨llt her-
aus, wenn spa¨ter die Skalenwahl µ =M getroffen wird.













zusammengefasst. Ein Faktor i wird aus dem Schleifenintegral herausgezogen, damit
das Integral selbst fu¨r raumartige Impulsu¨bertra¨ge real ist.
Geschlossene Fermion- oder Geistschleifen werden mit (-1) multipliziert. Außerdem






Die Eulersche Γ-Funktion und die Riemannsche ζ-Funktion





dt tz−1 e−t . (B.1)
Die Γ-Funktion la¨sst sich auf die ganze komplexe Ebene analytisch fortsetzen. Sie








, n = 0, 1, 2, . . . (B.2)
Es gilt:
Γ(z + 1) = z Γ(z) (B.3)
und





Bei Produkten von Γ-Funktionen kann die Relation
Γ(z)Γ(1− z) = π
sin(πz)
(B.5)








Anhang B. Mathematische Funktionen und Konstanten
Die Entwicklung des Logarithmus der Γ-Funktion um das Argument 1 ist fu¨r |z| < 1
folgendermaßen gegeben:






















Harmonische Summen und Polylogarithmen














Produkte von harmonischen Summen lassen sich auf Linearkombinationen von har-
monischen Summen mit einer gro¨ßeren Zahl von Indizes transformieren. Eine verall-
gemeinerte Form von harmonischen Summen sind Z-Summen und S-Summen [84].












, mit Li1(x) = − ln(1− x) , (B.12)
wobei die Summendarstellung nur fu¨r |x| < 1 definiert ist. Es gilt:
Lin(1) = ζn , n = 2, 3, . . . (B.13)







als nicht weiter reduzierbare analytische Konstante beno¨tigt.
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Clausen-Funktion


















, n ungerade .
(B.15)

















C.1 Parametrisierung von Schleifenintegralen
Feynman-Parameter
Schleifenintegrale mit mehreren Propagatoren mu¨ssen parametrisiert werden, um
die Impulsintegrationen ausfu¨hren zu ko¨nnen. Am bekanntesten sind die Feynman-



















 δ(∑k xk − 1)(∑




mit den Propagatornennern Ak. Der Term i0 steht fu¨r einen infinitesimalen positiven
Imagina¨rteil. Die Parametrisierung gilt auch fu¨r nicht ganzzahlige Potenzen nk.
Damit werden alle Propagatoren Ak zu einem einzigen Propagator (
∑
k xkAk) zu-
sammengefasst. Wenn alle urspru¨nglichen Propagatoren von der Form Ak = ℓ
2
k−m2k
sind, dann besitzt auch der kombinierte Propagator diese Form, ggf. nach einer qua-
dratischen Erga¨nzung fu¨r den Schleifenimpuls im neuen Propagator. Es ist auch
mo¨glich, nicht gleich alle Propagatoren auf einmal mit Gl. (C.1) zusammenzufassen,
sondern z.B. wiederholt paarweise.




(ℓ2 −∆+ i0)n = e






ausgefu¨hrt, ggf. mehrmals hintereinander bei Mehrschleifenintegralen. Anschlie-
ßend mu¨ssen die Integrale u¨ber die Feynman-Parameter xk unter Beachtung der
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δ-Funktion ausgefu¨hrt werden. Eine hilfreiche Relation dafu¨r ist [95]
1∫
0

























Schwinger-Parameter, auch α-Parameter genannt, stellen eine alternative Methode
zur Parametrisierung von Schleifenintegralen dar (siehe z.B. [72, 79]). Jeder Propa-


































Alle Propagatornenner Ak finden sich im Argument einer Exponentialfunktion wie-
der. Auf eine a¨hnliche Weise ko¨nnen auch Terme mit ganzzahligen Potenzen im























Im Ergebnis dieses Integrals steht der verbleibende Impuls p wieder quadratisch im
Argument einer Exponentialfunktion, so dass auch mehrere Schleifenintegrationen
hintereinander ausgefu¨hrt werden ko¨nnen.
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Zur Integration u¨ber die Schwinger-Parameter kann in einfachen Fa¨llen die Relati-








(−A− i0)n . (C.9)
Wenn keine Parameterintegrale mehr mittels (C.9) gelo¨st werden ko¨nnen, empfiehlt
sich die Reskalierung der Schwinger-Parameter. Dazu wird zuna¨chst die Zahl 1 in










wobei die Menge S, u¨ber welche die Summe in der δ-Funktion la¨uft, eine beliebige,
nicht leere Teilmenge der Indizes der Schwinger-Parameter darstellt. Das Ergebnis
ha¨ngt von der Wahl von S nicht ab. Anschließend werden die Schwinger-Parameter
unter dem η-Integral mit η reskaliert: αk → η αk ∀k. Jedes α-Integral ergibt bei













transformiert. Das η-Integral kann mittels (C.9) ausgefu¨hrt werden. U¨brig blei-
ben die Integrale u¨ber die Schwinger-Parameter, die a¨hnlich wie bei den Feynman-
Parametern durch eine δ-Funktion eingeschra¨nkt sind. Tatsa¨chlich ist so eine Trans-
formation von Schwinger-Parametern auf Feynman-Parameter immer mo¨glich. In
den Integralen u¨ber Parameter αj , die wegen j ∈ S durch die δ-Funktion einge-
schra¨nkt sind, kann die obere Integralgrenze von ∞ nach 1 gesetzt werden.
Die Reskalierung kann auch fu¨r eine Untermenge der Schwinger-Parameter durch-
gefu¨hrt werden, wenn dies im konkreten Fall sinnvoller ist. Außerdem besteht ein
Vorteil dieses Zugangs darin, dass der Inhalt der Menge S zuna¨chst offen gelassen
werden kann und erst dann festgelegt werden muss, wenn die jeweiligen Integratio-
nen u¨ber die Schwinger-Parameter ausgefu¨hrt werden.
Zur Integration u¨ber einen Schwinger-Parameter, der nicht durch die δ-Funktion






B−ν Aν−ρ , (C.10)
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verwendet werden, wobei S wieder eine beliebige, nicht leere Teilmenge der Indizes
ist. Gl. (C.11) ist eine Verallgemeinerung von Gl. (C.4).
C.2 Tensorreduktion
Gegeben sei ein Schleifenintegral, das den Schleifenimpuls außer in den Propagator-
nennern auch im Za¨hler entha¨lt. Die Terme im Za¨hler ko¨nnen aus Schleifenimpulsen
mit offenen Lorentz-Indizes, aus irreduziblen Skalarprodukten oder aus Schleifenim-
pulsen, die mit γ-Matrizen kontrahiert sind, bestehen. Diese Fa¨lle sind a¨quivalent,
denn mit /ℓ = γµℓ
µ und p · ℓ = pµℓµ ko¨nnen alle ℓ-abha¨ngigen Objekte im Za¨hler des
Integrals als Tensor ℓµℓνℓρ · · · geschrieben werden.
Die Tensorreduktion [92] transformiert Schleifenintegrale mit einer Tensorstruktur
des Schleifenimpulses im Za¨hler auf Linearkombinationen von konstanten Tensoren,
deren Koeffizienten skalare Schleifenintegrale sind. Als Beispiel wird der Fall einer
Zweipunktfunktion diskutiert, die nur einen unabha¨ngigen a¨ußeren Impuls entha¨lt.
Das Tensorintegral 1. Stufe,
Bµ(k) =
∫
ddℓ f(k, ℓ) ℓµ , (C.12)
mit einer skalaren Funktion f(k, ℓ), ha¨ngt nach der Integration u¨ber den Schleifen-
impuls ℓ nur noch vom externen Impuls k ab. Bµ(k) ist ein Lorentz-Tensor 1. Stufe
und muss daher proportional zu kµ sein. Man macht den einzig mo¨glichen An-
satz Bµ(k) = kµB1(k
2), setzt diesen in (C.12) ein und kontrahiert beide Seiten der
Gleichung mit kµ. Daraus erha¨lt man:∫




ddℓ f(k, ℓ) ℓ · k . (C.13)
Das Skalarprodukt ℓ·k im Integral la¨sst sich in der Regel mit den Propagatornennern
ku¨rzen. Das Tensorintegral 2. Stufe,
Bµν(k) =
∫
ddℓ f(k, ℓ) ℓµℓν , (C.14)
ist ein Lorentz-Tensor 2. Stufe. Der allgemeinste Ansatz lautet daher: Bµν(k) =
gµνB00(k
2)+kµkνB11(k
2). Nach dem Einsetzen in (C.14) wird die Gleichung einmal
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mit gµν und einmal mit kµkν kontrahiert. Das dabei entstehende Gleichungssystem
liefert die folgende Lo¨sung:∫
























Mit der gleichen Methode ko¨nnen Tensorintegrale mit mehr externen Impulsen auf
konstante Lorentz-Tensoren zuru¨ckgefu¨hrt werden.
C.3 Mellin-Barnes-Darstellung
Mit Hilfe von Feynman- oder Schwinger-Parametern kann in Schleifenintegralen die
Integration u¨ber die Schleifenimpulse immer ausgefu¨hrt werden. Aber ha¨ufig sind
auch die verbliebenen Integrale u¨ber die Feynman- oder Schwinger-Parameter zu
aufwa¨ndig, um sie direkt lo¨sen zu ko¨nnen.
In vielen Fa¨llen scheitert die Parameterintegration, weil die Abha¨ngigkeit des Inte-
granden von den Parametern zu komplex ist. Mit der Mellin-Barnes-Darstellung [98]
(siehe z.B. [79,99]) ko¨nnen Summen in Produkte umgeformt werden, deren Faktoren
einfacher zu integrieren sind. Der Preis ist die zusa¨tzliche Einfu¨hrung von Mellin-















A und B ko¨nnen z.B. Funktionen der Feynman- oder Schwinger-Parameter sein.
Durch die Mellin-Barnes-Darstellung erha¨lt man aus der Summe (A+B)−n getrennte
Faktoren A−n−z und Bz, die leichter zu integrieren sind. Oder es kann sich um einen
massiven Propagator handeln mit A = ℓ2 und B = −m2, der durch die Mellin-
Barnes-Darstellung zu einem masselosen Propagator wird.
Der Integrationsweg der Mellin-Barnes-Integrale in (C.16) verla¨uft so von −i∞ nach
+i∞, dass Pole aus Γ-Funktionen der Form Γ(. . . + z) links des Integrationswegs
liegen (
”
IR-Pole“) und Pole der Form Γ(. . .− z) rechts des Integrationswegs liegen
(
”
UV-Pole“). Abha¨ngig vom Parameter n kann der Integrationsweg u.U. nicht gerade
sein, sondern muss durch Windungen und Kurven alle Pole von Γ-Funktionen auf
der jeweils richtigen Seite umfahren.
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Wenn |A| < |B| ist, dann kann das Integral u¨ber z auf der linken Seite im Un-
endlichen (bei Re z → −∞) geschlossen werden. Die Summe u¨ber die Residuen der
Funktion Γ(n + z) (B.2) liefert genau die Taylor-Entwicklung der linken Seite von
Gl. (C.16) fu¨r |A| < |B|. Im anderen Fall |A| > |B| wird das Integral auf der rechten
Seite im Unendlichen (bei Re z → +∞) geschlossen. Hier liefert die Summe u¨ber die
Residuen der Funktion Γ(−z) die entsprechende Taylor-Entwicklung fu¨r |A| > |B|.
Fu¨r |A| = |B| kann das Mellin-Barnes-Integral wahlweise auf der linken oder auf der
rechten Seite geschlossen werden, da die Γ-Funktionen im Unendlichen schnell genug
abfallen. Die Mellin-Barnes-Darstellung ist also vergleichbar mit einer Taylorreihe,
aber sie deckt beide Fa¨lle |A| < |B| und |A| > |B| ab.
U¨blicherweise benutzt man die Mellin-Barnes-Darstellung, um eine Schleifenintegra-
tion oder Parameterintegration zu vereinfachen. Dann wird nach der Einfu¨hrung der
Mellin-Barnes-Darstellung zuna¨chst die Schleifen- oder Parameterintegration aus-
gefu¨hrt. Dabei entstehen weitere Γ-Funktionen, die bei der Auswertung des Mellin-
Barnes-Integrals zusa¨tzliche Residuen liefern. Die Definition des Integrationswegs
bleibt auch bei mehr als zwei Γ-Funktionen die gleiche wie oben beschrieben.






Γ(λ1 − z)Γ(λ2 − z)Γ(λ3 + z)Γ(λ4 + z) =
Γ(λ1 + λ3)Γ(λ1 + λ4)Γ(λ2 + λ3)Γ(λ2 + λ4)
Γ(λ1 + λ2 + λ3 + λ4)
. (C.17)
Zur Aufsummierung der Residuen in einem Mellin-Barnes-Integral ist die folgende
Relation hilfreich:
Γ(α− k) = (−1)k Γ(α)Γ(1− α)
Γ(1− α + k) , (C.18)
mit ganzzahligem k. Ha¨ufig mu¨ssen die Γ-Funktionen, die in den Residuen vor-
kommen, im Parameter ε der dimensionalen Regularisierung oder in anderen in-
finitesimalen Parametern entwickelt werden. Algorithmen dazu finden sich z.B.
in [84, 85, 102]. In den unendlichen Reihen, die bei der Entwicklung in ε entstehen,
tauchen beispielsweise harmonische Summen (siehe Anhang B) und Verallgemeine-
rungen davon auf.
C.4 Expansion by Regions
Die Methode der Expansion by Regions [75, 103–105] ermo¨glicht die asymptotische
Entwicklung von Feynman-Diagrammen auch in schwierigen kinematischen Limites.
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Ein Beispiel dafu¨r ist der Sudakov-Limes M2 ≪ Q2 des Formfaktors (vgl. Ab-
schnitt 1.5.2). Hier treten im Limes M → 0 infrarote und kollineare Divergenzen
auf.
Die Methode der Expansion by Regions geht fu¨r jedes Feynman-Diagramm nach
dem folgenden Schema vor:
1. Das Integrationsgebiet (also der d-dimensionale Impulsraum pro Schleifenin-
tegration) wird in Regionen fu¨r die Schleifenimpulse aufgeteilt.
2. In jeder Region wird der Integrand in eine Taylor-Reihe entwickelt bezu¨glich
der Parameter, die in dieser Region als klein betrachtet werden.
3. Anschließend werden jedoch die Integrale fu¨r jede Region nicht nur u¨ber den
Impulsbereich der jeweiligen Region ausgefu¨hrt, sondern u¨ber den ganzen ur-
spru¨nglichen Impulsraum.
Die Summe der Beitra¨ge aller Regionen reproduziert das exakte Ergebnis. Durch
die Entwicklungen in den Regionen liegt dieses Ergebnis jedoch als asymptotische
Entwicklung in M2/Q2 vor.
In der Praxis genu¨gt es, sich Regionen anzuschauen, in denen das Integral im Li-
mes M → 0 Singularita¨ten aufweist. Die Regionen mu¨ssen dann nicht exakt durch
ihre Grenzen im Impulsraum definiert werden. Die Angabe eines typischen Punktes
im Impulsraum ist ausreichend, um die Entwicklung in der Region durchfu¨hren zu
ko¨nnen. Solche Angaben sind z.B.:
”
alle Komponenten des Schleifenimpulses sind
von der Gro¨ßenordnung M“, oder
”
der Schleifenimpuls ist kollinear zum externen
Impuls p1“.
Das in einer bestimmten Region entwickelte Integral ist formal außerhalb dieser
Region nicht unbedingt konvergent. Die Konvergenz wird aber durch die dimensio-
nale Regularisierung erreicht. Insbesondere bei kollinearen Regionen kommt es je-
doch vor, dass die dimensionale Regularisierung alleine nicht ausreicht. Hier mu¨ssen
zusa¨tzliche Parameter wie Propagatorpotenzen von ihren ganzzahligen Werten infi-
nitesimal in die komplexe Ebene verschoben werden, um die Integrale der Regionen
zu regularisieren. In der Summe aller Regionen heben sich die durch eine solche
analytische Regularisierung parametrisierten Singularita¨ten wieder auf.
In dieser Arbeit werden nur Terme betrachtet, die nicht mit M2/Q2 unterdru¨ckt
sind. Fu¨r die Expansion by Regions bedeutet dies, dass von jeder Entwicklung in ei-
ner Region jeweils nur der fu¨hrende Beitrag beno¨tigt wird. Beispielsweise entspricht
die harte Region, in der alle Komponenten des Schleifenimpulses von der Gro¨ßenord-
nung Q sind, gerade dem masselosen Diagramm, weil die Masse in den Propagatoren




D.1 Skalare Integrale der abelschen Beitra¨ge
D.1.1 Planares Vertexdiagramm
Der Beitrag des planaren Vertexdiagramms zum Formfaktor kann wie folgt in skalare














FLA(0, 0, 1, 0, 1, 1, 0) ·
(−4)
+FLA(0, 0, 1, 1, 0, 1, 0) ·
(
8− 2d)
+FLA(0, 0, 1, 1, 1, 1, 0) ·
(−4 + (8− 2d)z)




+FLA(1,−1, 1, 1, 0, 1, 0)·
(−4)
+FLA(1,−1, 1, 1, 1, 1, 0)·
(−4z)













+FLA(1, 0, 0, 1, 1, 0, 0) ·
(−4)




− 4d+ (−44 + 16
d−2
+ 12d− d2)z)
+FLA(1, 0, 0, 1, 1, 1, 1) ·
(−8 + 2d)
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+FLA(1, 0, 1, 0, 1, 1, 0) ·
(−8 + (44− 16
d−2
− 12d+ d2)z)




+FLA(1, 0, 1, 1,−1, 1, 0)·
(
8− 4d)
+FLA(1, 0, 1, 1, 0, 0, 0) ·
(−8 + 4d)




− 4d+ (8− 4d)z)
+FLA(1, 0, 1, 1, 0, 1, 1) ·
(−4 + 2d)
+FLA(1, 0, 1, 1, 1, 0, 0) ·
(
8 + (−8 + 4d)z)
+FLA(1, 0, 1, 1, 1, 1, 0) ·
(−8 + (32− 16
d−2
− 4d)z)
+FLA(1, 0, 1, 1, 1, 1, 1) ·
(
4 + (−4 + 2d)z)































+FLA(1, 1, 1, 0,−1, 1, 0)·
(
8− 4d)
+FLA(1, 1, 1, 0, 0, 0, 0) ·
(−8 + 4d)




− 24d+ 2d2 + (8− 4d)z)
+FLA(1, 1, 1, 0, 0, 1, 1) ·
(−12 + 6d)




+ (−8 + 4d)z)
+FLA(1, 1, 1, 0, 1, 0, 1) ·
(
4− 2d)
+FLA(1, 1, 1, 0, 1, 1, 0) ·
(−8 + (88− 32
d−2
− 24d+ 2d2)z)
+FLA(1, 1, 1, 0, 1, 1, 1) ·
(−44 + 32
d−2
+ 12d− d2 + (−8 + 4d)z)
+FLA(1, 1, 1, 0, 1, 1, 2) ·
(
4− 2d)
+FLA(1, 1, 1, 1,−1, 0, 0)·
(−4 + 2d)
+FLA(1, 1, 1, 1,−1, 1, 0)·
(
12− 4d+ (−4 + 2d)z)
+FLA(1, 1, 1, 1, 0,−1, 0)·
(
4− 2d)




+FLA(1, 1, 1, 1, 0, 0, 1) ·
(
4− 2d)




− 2d+ (−28 + 16
d−2
+ 8d− d2)z + (−4 + 2d)z2)
+FLA(1, 1, 1, 1, 0, 1, 1) ·
(−12 + 4d+ (4− 2d)z)
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+FLA(1, 1, 1, 1, 1,−1, 0)·
(−4 + (4− 2d)z)
+FLA(1, 1, 1, 1, 1, 0, 0) ·
(
16− 2d+ (−60 + 16
d−2
+ 16d− d2)z + (4− 2d)z2)
+FLA(1, 1, 1, 1, 1, 0, 1) ·
(−4 + (4− 2d)z)
+FLA(1, 1, 1, 1, 1, 1, 0) ·
(−4 + (32− 16
d−2
− 4d)z + (−44 + 16
d−2
+ 12d− d2)z2)




+ (−16 + 4d)z + (4− 2d)z2)
+FLA(1, 1, 1, 1, 1, 1, 2) ·
(
2− d)} , (D.1)
mit Sε = (4π)
ε e−εγE und z = M2/Q2. Die von Null verschiedenen Ergebnisse der
skalaren Integrale lauten in fu¨hrender Ordnung in M2/Q2:
FLA(1,−1, 0, 1, 1, 1, 0) = −3332 − 18ε2 − 716ε − 18L+ 18L2 + 148π2 ,
FLA(1,−1, 1, 1, 0, 1, 0) = −8916 − 14ε2 + (−118 + 12L)1ε + 114 L− 12L2 + 124π2 ,
FLA(1,−1, 1, 1, 1, 1, 0) = 14 − 12L+ 34L2 − 14L3 + 14π2 + (14L2 + 16π2)1ε − 2ζ3 ,
FLA(1, 0,−1, 1, 1, 1, 0) = − 716 − 14ε2 − 58ε − 34L+ 14L2 + 124π2 ,












































FLA(1, 0, 1, 1,−1, 1, 0) = 8916 + 14ε2 + (118 − 12L)1ε − 114 L+ 12L2 − 124π2 ,









− 5L+ L2 − 1
12
π2 ,


















FLA(1, 0, 1, 1, 1, 1, 0) = −L2 + 12L3 − 13π2 + (−12L2 − 13π2)1ε + 4ζ3 ,





















− 5L+ L2 + 1
12
π2 ,


















FLA(1, 1, 1,−1, 0, 1, 0) = −8916 − 14ε2 + (−118 + 12L)1ε + 114 L− 12L2 + 124π2 ,
FLA(1, 1, 1,−1, 1, 0, 0) = −358 − 12ε2 + (−74 + 12L)1ε + 74L − 14L2 ,
FLA(1, 1, 1,−1, 1, 1, 1) = 4316 + 14ε2 + (58 − 12L)1ε + 12L2 − 524π2 + L(−52 + 16π2) + ζ3 ,
FLA(1, 1, 1, 0,−1, 1, 0) = 6332 + 18ε2 + ( 916 − 14L)1ε − 98L+ 14L2 − 148π2 ,









− 5L+ L2 − 1
12
π2 ,










































FLA(1, 1, 1, 0, 1, 1, 0) = − 112π2L2 − 7360π4 − ζ3L ,
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FLA(1, 1, 1, 1,−1, 0, 0) = 6 + 12ε2 + (2−L)1ε − 4L+ L2 − 112π2 ,
FLA(1, 1, 1, 1,−1, 1, 0) = 192 + 12ε2 + (52 − L)1ε − 5L+ L2 − 112π2 − 3ζ3 ,
FLA(1, 1, 1, 1, 0,−1, 0) = 6 + 12ε2 + (2−L)1ε − 4L+ L2 − 112π2 ,





− 8L+ 2L2 − 1
6
π2 ,





− 4L+ L2 − 1
12
π2 ,
FLA(1, 1, 1, 1, 0, 1, 0) = −6ζ3 ,
FLA(1, 1, 1, 1, 0, 1, 1) = 7 +
1
ε
− 2L − 6ζ3 ,
FLA(1, 1, 1, 1, 1,−1, 0) = 7 + 1ε2 + 13L3 − 13π2 + (3− L− 14L2 − 16π2)1ε





FLA(1, 1, 1, 1, 1, 0, 0) = −L2 + 23L3 − 23π2 + 16π2L+ (−12L2 − 13π2)1ε + ζ3 ,
FLA(1, 1, 1, 1, 1, 0, 1) = 5 + (1− L)1ε − 5L+ 32L2 − 16π2 ,







π4 − 6ζ3L ,
FLA(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) =
1
3
π2L − 10ζ3 ,









+ L2 + 1
12




mit L = ln(Q2/M2).
D.1.2 Nichtplanares Vertexdiagramm




























































+FNP(1,−1, 1, 1, 1, 1, 0)·
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+FNP(1, 0, 0, 1, 1, 1, 0) ·
(−16 + 16
d−2
+ 4d+ (96− 80
d−2
− 22d+ d2)z)















+FNP(1, 0, 1, 0, 1, 1, 0) ·
(
8 + (64− 48
d−2
− 18d+ d2)z)





+FNP(1, 0, 1, 1,−1, 1, 0)·
(−16)





+FNP(1, 0, 1, 1, 0, 1, 0) ·
(

























+FNP(1, 0, 1, 1, 1, 1, 0) ·
(−16 + (88 + 16
d−2








+ 2d+ (48− 96
d−2
− 20d+ d2)z)













− 14d+ d2 + (−112 + 32
d−2
+ 32d− 2d2)z)
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+FNP(1, 1, 1, 0, 1, 1, 0) ·
(










− 14d+ d2 + (−208 + 128
d−2
+ 60d− 4d2)z)




+FNP(1, 1, 1, 1, 0,−1, 0)·
(
40− 4d)
+FNP(1, 1, 1, 1, 0, 0, 0) ·
(−104 + 16
d−2
+ 22d− d2 + (80− 8d)z)









+FNP(1, 1, 1, 1, 1,−1, 0)·
(−40 + 4d+ (64− 4d)z)





+FNP(1, 1, 1, 1, 1, 0, 0) ·
(
40− 4d+ (−288 + 32
d−2
+ 52d− 2d2)z + (144− 12d)z2)
+FNP(1, 1, 1, 1, 1, 0, 1) ·
(−48− 32
d−2
+ 4d+ (80 + 64
d−2
− 4d)z)




+FNP(1, 1, 1, 1, 1, 1, 0) ·










+ 4d)z + (40 + 32
d−2
− 2d)z2)






d2 + (−48 + 48
d−2
+ 16d− d2)z)








Ergebnisse der skalaren Integrale:
FNP(0,−1, 1, 1, 1, 1, 0) = −1116 − 14ε2 − 12ε − 124π2 ,


















FNP(1,−1, 0, 1, 1, 1, 0) = −3332 − 18ε2 − 716ε − 18L+ 18L2 + 148π2 ,
FNP(1,−1, 1, 1, 0, 1, 0) = −7732 − 38ε2 − 1716ε − 316π2 ,
FNP(1,−1, 1, 1, 1, 0, 0) = −7332 − 18ε2 − 1116ε + 18L+ 18L2 − 148π2 ,
FNP(1,−1, 1, 1, 1, 1, 0) = 10 + 1ε2 + 2ε − 56L3 + 18L4 + π2 + 130π4 + L2(72 + 14π2)
− 4ζ3 + L(−7− 23π2 + ζ3) ,
FNP(1,−1, 1, 1, 1, 1, 1) = −278 + 14ε2 + 54ε − 158 L2 + 14L3 − 38π2 + L(458 + 14π2) + 12ζ3 ,
FNP(1, 0,−1, 1, 1, 1, 0) = 3332 + 18ε2 + 716ε + 18L − 18L2 − 148π2 ,
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FNP(1, 0, 0, 1, 1, 1, 1) = −1932 + 18ε2 + 316ε + 58L − 18L2 − 148π2 ,










FNP(1, 0, 1, 1,−1, 1, 0) = −3532 − 18ε2 − 716ε − 116π2 ,




















FNP(1, 0, 1, 1, 1,−1, 0) = − 732 + 18ε2 + 316ε + 38L − 18L2 + 148π2 ,


























FNP(1, 0, 1, 1, 1, 1, 0) = −18L4 − 14π2L2 − 130π4 − ζ3L ,
FNP(1, 0, 1, 1, 1, 1, 1) = 1− 1ε + 52L2 − 12L3 + 23π2 + L(−5− 12π2)− ζ3 ,
FNP(1, 0, 1, 1, 1, 1, 2) = − 716 − 38ε + 98L2 − 14L3 + 14π2 + L(−158 − 14π2)− 12ζ3 ,









− 5L+ L2 + 1
12
π2 ,


















FNP(1, 1, 1,−1, 0, 1, 0) = 6332 + 18ε2 + ( 916 − 14L)1ε − 98L+ 14L2 − 148π2 ,
FNP(1, 1, 1,−1, 1, 0, 0) = 3516 + 14ε2 + (78 − 14L)1ε − 78L+ 18L2 ,
FNP(1, 1, 1,−1, 1, 1, 0) = 11 + 1ε2 + (3− L)1ε − 13π2 − 7360π4 + L2(32 − 112π2)
+ L(−6 + 1
3
π2 − ζ3) + 2ζ3 ,
FNP(1, 1, 1,−1, 1, 1, 1) = −3316 − 18ε + 14π2 + L(78 − 112π2)− 12ζ3 ,
FNP(1, 1, 1, 0,−1, 1, 0) = 6332 + 18ε2 + ( 916 − 14L)1ε − 98L+ 14L2 − 148π2 ,









− 5L+ L2 − 1
12
π2 ,


















FNP(1, 1, 1, 0, 1,−1, 0) = 2116 + 14ε2 + (58 − 14L)1ε − 58L+ 18L2 ,
























FNP(1, 1, 1, 0, 1, 1, 0) = − 112π2L2 − 7360π4 − ζ3L ,
FNP(1, 1, 1, 0, 1, 1, 1) = −14− 1ε2 − 2L2 + (−4 + 2L)1ε + 16π2 + L(9− 16π2)− ζ3 ,








FNP(1, 1, 1, 1, 0,−1, 0) = −6332 − 18ε2 + (− 916 + 14L)1ε + 98L − 14L2 − 148π2 ,









− 5L+ L2 + 1
12
π2 ,









− 5L+ L2 + 1
12
π2 ,





π2 − 2ζ3) + 9ζ3 ,
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FNP(1, 1, 1, 1, 1,−1, 0) = 11 + 1ε2 + (3− L)1ε − 13π2 − 11180π4 + L2(32 − 112π2)
+ L(−6 + 1
2
π2 − 2ζ3) + 6ζ3 ,
FNP(1, 1, 1, 1, 1,−1, 1) = 1 + 12ε2 + (158 − 12L)1ε + 38L2 + 1924π2 + L(−38 − 16π2)− 2ζ3 ,
FNP(1, 1, 1, 1, 1, 0, 0) = − 112π2L2 − 11180π4 − 2ζ3L ,
FNP(1, 1, 1, 1, 1, 0, 1) = −17− 1ε2 − 52L2 + (−4 + 2L)1ε + 13π2 + L(11− 13π2)−4ζ3 ,













π4 + 20ζ3L ,







π4 + 14ζ3L ,














π2)− 4ζ3 + L(−30 + 14ζ3) ,






















π2)− 6ζ3 + L(−2114 + 14ζ3) . (D.4)
D.1.3 Vertexdiagramm mit Benz-Topologie












































+FBE(0, 0, 1, 1, 1, 0, 0) ·
(−4)








+FBE(0, 0, 1, 1, 1, 1, 1) ·
(−2)















+FBE(0, 1, 0, 1, 1, 1, 1) ·
(
2− d)
+FBE(0, 1, 1,−1, 1, 1, 0)·
(−4)
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+FBE(0, 1, 1, 1, 1, 0, 1) ·
(−2)












+FBE(0, 1, 1, 1, 1, 1, 1) ·






+FBE(0, 1, 1, 1, 1, 1, 2) ·
(
2− d)
+FBE(1,−1, 0, 1, 1, 1, 0)·
(−2)




+FBE(1,−1, 1, 1, 1, 1, 0)·
(−2z)
+FBE(1, 0,−1, 1, 1, 1, 0)·
(
2− d)





+FBE(1, 0, 0, 1, 0, 1, 0) ·
(−6 + 2d)




+FBE(1, 0, 0, 1, 1, 1, 0) ·
(




+FBE(1, 0, 0, 1, 1, 1, 1) ·
(
2− d)
+FBE(1, 0, 1,−1, 1, 1, 0)·
(−4)









+FBE(1, 0, 1, 0, 1, 1, 0) ·
(








+FBE(1, 0, 1, 1,−1, 1, 0)·
(
4− d)
+FBE(1, 0, 1, 1, 0, 0, 0) ·
(−2)
+FBE(1, 0, 1, 1, 0, 1, 0) ·
(




+FBE(1, 0, 1, 1, 0, 1, 1) ·
(−2 + d)
+FBE(1, 0, 1, 1, 1, 0, 0) ·
(−2 + 6z)
+FBE(1, 0, 1, 1, 1, 1, 0) ·
(




+FBE(1, 0, 1, 1, 1, 1, 1) ·
(
(4− d)z)
+FBE(1, 1,−1, 0, 1, 1, 0)·
(−2 + d)
+FBE(1, 1,−1, 1, 1, 1, 0)·
(
(−2 + d)z)
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+FBE(1, 1, 0, 0, 0, 1, 0) ·
(
6− 2d)
+FBE(1, 1, 0, 0, 1, 0, 0) ·
(−2)
+FBE(1, 1, 0, 0, 1, 1, 0) ·
(−48 + 16
d−2
+ 14d− d2 + (28− 16
d−2
− 2d)z)
+FBE(1, 1, 0, 0, 1, 1, 1) ·
(−8 + 2d)
+FBE(1, 1, 0, 1, 0, 1, 0) ·
(−2 + d+ (6− 2d)z)
+FBE(1, 1, 0, 1, 1, 0, 0) ·
(
2− d− 2z)








+FBE(1, 1, 0, 1, 1, 1, 1) ·
(
4− 2d+ (−8 + 2d)z)








+FBE(1, 1, 1,−1, 1, 0, 0)·
(−4)
+FBE(1, 1, 1,−1, 1, 1, 0)·
(−16 + 8
d−2
+ 2d+ (28− 8
d−2
− 2d)z)




+FBE(1, 1, 1, 0,−1, 1, 0)·
(−4 + d)








+ (−2 + 16
d−2
− 2d)z)
+FBE(1, 1, 1, 0, 0, 1, 1) ·
(
6− 2d)









+FBE(1, 1, 1, 0, 1, 1, 0) ·
(−2 + d+ (−80 + 32
d−2
+ 18d− d2)z + (42− 16
d−2
− 3d)z2)
+FBE(1, 1, 1, 0, 1, 1, 1) ·
(




+FBE(1, 1, 1, 0, 1, 1, 2) ·
(−2 + d)
+FBE(1, 1, 1, 1,−1, 1, 0)·
(
4− d+ (−4 + d)z)
+FBE(1, 1, 1, 1, 0, 0, 0) ·
(−6 + d+ 2z)
+FBE(1, 1, 1, 1, 0, 1, 0) ·
(
2− d+ (4− 8
d−2
+ d)z + (2 + 8
d−2
− 2d)z2)
+FBE(1, 1, 1, 1, 0, 1, 1) ·
(−2 + d+ (6− 2d)z)




+FBE(1, 1, 1, 1, 1, 0, 0) ·
(
2− d+ (16− 8
d−2
− 3d)z − 6z2)
+FBE(1, 1, 1, 1, 1, 0, 1) ·
(−2 + d+ 2z)
+FBE(1, 1, 1, 1, 1, 1, 0) ·
(






+FBE(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) ·
(
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+FBE(1, 1, 1, 1, 1, 1, 2) ·
(
(−2 + d)z)} . (D.5)
Ergebnisse der skalaren Integrale in fu¨hrender Ordnung in z =M2/Q2:
FBE(−1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) = 4716 + 14ε2 + 18ε − 114 L+ 34L2 + 524π2 ,






























FBE(0, 1, 1,−1, 1, 1, 0) = − 732 + 18ε2 + 316ε + 38L − 18L2 + 148π2 ,




















FBE(0, 1, 1, 0, 1, 1, 1) = − 716 + 14ε2 + 38ε + 34L − 14L2 + 124π2 ,












































FBE(0, 1, 1, 1, 1, 1, 0) = −18L4 − 14π2L2 − 130π4 − ζ3L ,
FBE(0, 1, 1, 1, 1, 1, 1) = 2 + L2 − 13L3 + 16π2 + L(−2− 16π2)− 3ζ3 ,












FBE(1,−1, 0, 1, 1, 1, 0) = −3516 − 14ε2 − 78ε − 18π2 ,
FBE(1,−1, 1, 1, 0, 1, 0) = −4916 − 14ε2 − 98ε + 18π2 ,













































































FBE(1, 0, 1, 1, 1, 1, 0) = −13π2/z ,









FBE(1, 1,−1, 0, 1, 1, 0) = −6332 − 18ε2 + (− 916 + 14L)1ε + 98L − 14L2 − 148π2 ,
FBE(1, 1,−1, 1, 1, 1, 0) = −3 + (−12 + 12L)1ε + 52L − 12L2 + 112π2 ,
FBE(1, 1, 0,−1, 1, 1, 0) = 6316 + 14ε2 + (98 − 12L)1ε − 94L+ 12L2 + 124π2 ,
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FBE(1, 1, 0, 1, 1, 1, 0) = −L2 + 13L3 − 23π2 − 16π2L+ (−12L2 − 13π2)1ε + ζ3 ,














FBE(1, 1, 1,−2, 1, 1, 0) = 5932 + 38ε2 + 1716ε − 38L2 + 548π2 + L(58 − 112π2)− ζ3 ,
FBE(1, 1, 1,−1, 0, 1, 0) = 8916 + 14ε2 + (118 − 12L)1ε − 114 L+ 12L2 − 124π2 ,
FBE(1, 1, 1,−1, 1, 0, 0) = 72 + 12ε2 + (32 − 12L)1ε − 32L+ 14L2 ,
FBE(1, 1, 1,−1, 1, 1, 0) = 52 + 12ε2 + 32ε − 12L2 + 14π2 + L(1− 16π2)− 2ζ3 ,
FBE(1, 1, 1,−1, 1, 1, 1) = −1316 + 14ε2 + 58ε − 14L2 + 1124π2 + L(54 − 16π2)− 2ζ3 ,
FBE(1, 1, 1, 0,−1, 1, 0) = 6332 + 18ε2 + ( 916 − 14L)1ε − 98L+ 14L2 − 148π2 ,









− 5L+ L2 − 1
12
π2 ,










































FBE(1, 1, 1, 0, 1, 1, 0) = − 112π2L2 − 11180π4 − 2ζ3L ,
FBE(1, 1, 1, 0, 1, 1, 1) = 3− 13π2 − 11180π4 + L2(12 − 112π2) + L(−2 + 13π2 − 2ζ3)
+ 4ζ3 ,

















FBE(1, 1, 1, 1,−1, 1, 0) = 72 + (12 − 12L)1ε − 3L+ 34L2 ,
FBE(1, 1, 1, 1, 0, 1, 0) = −L2 + 12L3 − 13π2 + (−12L2 − 13π2)1ε + 4ζ3 ,




















FBE(1, 1, 1, 1, 1,−1, 0) = 214 + 1ε2 + (52 − 12L)1ε − 74L+ 14L2 + 112π2 ,
FBE(1, 1, 1, 1, 1, 0, 0) = −12L2 + 16L3 − 13π2 − 16π2L+ (−12L2 − 13π2)1ε + ζ3 ,
FBE(1, 1, 1, 1, 1, 0, 1) = −18L2 + 112L3 − 112π2 − 112π2L+ (−14L2 − 16π2)1ε + 12ζ3 ,






π2 ln2 2− 1
3
ln4 2− 8 Li4(12)
)
/z ,
FBE(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) =
(−1− π2 + 19
48
π4 + π2 ln2 2− ln4 2− 24 Li4(12)− 14ζ3
)
/z ,









π2 ln2 2− 13
3




Alle sechs skalaren Integrale der Form FBE(1, n2, 1, 1, 1, 1, n7) sind proportional zu
1/z, d.h. ihr fu¨hrender Beitrag ist von der Ordnung (M2/Q2)−1. Diese Singularita¨t
in M2 wird allerdings durch den jeweiligen Vorfaktor in der Zerlegung kompensiert.
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D.1.4 Vertexdiagramm mit Fermion-Selbstenergie














Ffc(0, 0, 1, 1, 1) ·
(−2 + d)
+Ffc(0, 1, 0, 1, 1) ·
(
2− d)
+Ffc(0, 1, 1, 0, 1) ·
(−2 + d)
+Ffc(0, 1, 1, 1, 0) ·
(
2− d)
+Ffc(0, 1, 1, 1, 1) ·
(−2 + d+ (4− 2d)z)
+Ffc(0, 2, 0, 0, 1) ·
(
2− d)
+Ffc(0, 2, 0, 1, 0) ·
(−2 + d)
+Ffc(0, 2, 0, 1, 1) ·
(
(−2 + d)z)
+Ffc(0, 2, 1, 0, 1) ·
(−2 + d+ (2− d)z)
+Ffc(0, 2, 1, 1, 0) ·
(
2− d+ (−2 + d)z)
+Ffc(0, 2, 1, 1, 1) ·
(
(2− d)z + (−2 + d)z2)
+Ffc(1, 0, 0, 1, 1) ·
(
2− d)
+Ffc(1, 0, 1, 1, 1) ·
(−2 + d+ (2− d)z)
+Ffc(1, 1,−1, 1, 1)·
(−2 + d)
+Ffc(1, 1, 0, 0, 1) ·
(
2− d)
+Ffc(1, 1, 0, 1, 0) ·
(−2 + d)




d2 + (−6 + 3d)z)
+Ffc(1, 1, 1, 0, 1) ·
(−2 + d+ (2− d)z)
+Ffc(1, 1, 1, 1, 0) ·
(
2− d+ (−2 + d)z)
+Ffc(1, 1, 1, 1, 1) ·
(−2 + d+ (10− 6d+ 1
2
d2)z + (−4 + 2d)z2)
+Ffc(1, 2,−1, 0, 1)·
(−2 + d)
+Ffc(1, 2,−1, 1, 0)·
(
2− d)
+Ffc(1, 2,−1, 1, 1)·
(
(2− d)z)




d2 + (−4 + 2d)z)
+Ffc(1, 2, 0, 1, 0) ·
(−8 + 5d− 1
2
d2 + (4− 2d)z)
+Ffc(1, 2, 0, 1, 1) ·
(
(−8 + 5d− 1
2
d2)z + (4− 2d)z2)
+Ffc(1, 2, 1, 0, 1) ·
(−2 + d+ (8− 5d+ 1
2
d2)z + (−2 + d)z2)
+Ffc(1, 2, 1, 1, 0) ·
(
2− d+ (−8 + 5d− 1
2
d2)z + (2− d)z2)
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+Ffc(1, 2, 1, 1, 1) ·
(
(2− d)z + (−8 + 5d− 1
2
d2)z2 + (2− d)z3)} . (D.7)
Ergebnisse der skalaren Integrale in fu¨hrender Ordnung in z =M2/Q2:










Ffc(0, 2, 0, 1, 1) = −12 − 12ε2 − 12ε − 14π2 ,







































Ffc(1, 1,−1, 1, 1) = 8916 + 14ε2 + (118 − 12L)1ε − 114 L+ 12L2 − 124π2 ,









− 5L+ L2 − 1
12
π2 ,
Ffc(1, 1, 1, 1, 1) = −L2 + 12L3 − 13π2 + (−12L2 − 13π2)1ε + 4ζ3 ,
Ffc(1, 2,−1, 1, 1) = 112 + 12ε2 + (32 − L)1ε − 3L+ L2 − 112π2 ,





− L+ L2 + 1
6
π2 ,
Ffc(1, 2, 1, 0, 1) = −1− 1ε2 − 1ε − 16π2 ,












Die beiden skalaren Integrale der Form Ffc(n1, 2, 1, 1, 1) sind proportional zu 1/z,
d.h. ihr fu¨hrender Beitrag ist von der Ordnung (M2/Q2)−1. Diese Singularita¨t in
M2 wird jeweils durch den Vorfaktor in der Zerlegung kompensiert.
D.1.5 Selbstenergiekorrektur mit T1-Topologie























+B0T1(1, 0, 0, 1, 1) ·
(




+B0T1(1, 0, 1, 0, 1) ·
(
(4− 2d)/y)
+B0T1(1, 1,−1, 1, 1)·
(
(−4 + 2d)/y)
+B0T1(1, 1, 0, 0, 1) ·
(
(4− 2d)/y)
+B0T1(1, 1, 0, 1, 0) ·
(
(4− 2d)/y)
+B0T1(1, 1, 0, 1, 1) ·
(
4− 2d+ (−24 + 14d− d2)/y)




D.1 Skalare Integrale der abelschen Beitra¨ge
+B0T1(1, 1, 1, 0, 1) ·
(−4 + 2d+ (8− 4d)/y)




d2 + (4− 2d)/y)
+B0T1(1, 1, 1, 1, 1) ·
(










+B′T1(1, 0, 0, 1, 1) ·




+B′T1(1, 0, 1, 0, 1) ·
(
4− 2d)
+B′T1(1, 1,−1, 1, 1)·
(−4 + 2d)
+B′T1(1, 1, 0, 0, 1) ·
(
4− 2d)
+B′T1(1, 1, 0, 1, 0) ·
(
4− 2d)
+B′T1(1, 1, 0, 1, 1) ·
(−24 + 14d− d2)
+B′T1(1, 1, 1, 0, 0) ·
(−4 + 2d)
+B′T1(1, 1, 1, 0, 1) ·
(
8− 4d)
+B′T1(1, 1, 1, 1, 0) ·
(
4− 2d)
+B′T1(1, 1, 1, 1, 1) ·





wobei y = p2/M2 der infinitesimale Parameter ist, der bei der Projektion (3.61)
auftritt. Im Gesamtergebnis fallen die Pole in y heraus.
Ergebnisse der skalaren Integrale:


















B0T1(1, 1,−1, 1, 1) = −72 − 12ε2 − 32ε − 14π2 ,




































B0T1(1, 1, 1, 1, 1) = −13π2 ,






B′T1(1, 1,−1, 1, 1) = 716 + 14ε2 + 38ε + 18π2 ,
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D.1.6 Selbstenergiekorrektur mit T2-Topologie

















B0T2(0, 1, 1, 1)·
(










+B0T2(1, 1, 0, 1)·
(










+B0T2(1, 1, 1, 1)·
(−1 + d− 1
4










+B0T2(2, 0, 1, 0)·
(




+B0T2(2, 0, 1, 1)·
(




+B0T2(2, 1, 0, 1)·
(−1 + d− 1
4




















+B′T2(0, 1, 1, 1)·










+B′T2(1, 1, 0, 1)·






















+B′T2(2, 0, 1, 0)·




+B′T2(2, 0, 1, 1)·










+B′T2(2, 1, 1, 0)·




+B′T2(2, 1, 1, 1)·





mit y = p2/M2. Ergebnisse der skalaren Integrale:
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B0T2(2, 0, 1, 1) = −12 − 12ε2 − 12ε − 14π2 ,
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D.2.1 Nichtabelsches Vertexdiagramm mit Benz-Topologie
















+FBECA(−1, 1, 1, 0, 1, 1, 0)·
(−2)
+FBECA(−1, 1, 1, 1, 1, 1, 0)·
(
1− 2z)
















+FBECA(0, 0, 1, 0, 1, 1, 0) ·
(−2)







+FBECA(0, 0, 1, 1, 1, 0, 0) ·
(−2)
+FBECA(0, 0, 1, 1, 1, 1, 0) ·
(




















+FBECA(0, 1, 0, 1, 1, 1, 0) ·
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+FBECA(0, 1, 1, 1, 1, 1, 0) ·
(










+FBECA(0, 1, 1, 1, 1, 1, 1) ·

















































+FBECA(1, 0, 0, 1, 0, 1, 0) ·
(
3− d)
+FBECA(1, 0, 0, 1, 1, 0, 0) ·
(−1)































































































































D.2 Skalare Integrale der nichtabelschen Beitra¨ge
+FBECA(1, 1, 0, 0, 0, 1, 0) ·
(−3 + d)













+FBECA(1, 1, 0, 0, 1, 1, 1) ·
(
4− d)




d+ (−3 + d)z)





+FBECA(1, 1, 0, 1, 1, 1, 0) ·








+FBECA(1, 1, 0, 1, 1, 1, 1) ·
(−2 + d+ (4− d)z)




+FBECA(1, 1, 1,−1, 1, 0, 0)·
(−2)
+FBECA(1, 1, 1,−1, 1, 1, 0)·
(−1 + 4
d−2















+FBECA(1, 1, 1, 0, 0, 0, 0) ·
(−1)






d+ (−3 + 8
d−2
− d)z)
+FBECA(1, 1, 1, 0, 0, 1, 1) ·
(−3 + d)





+FBECA(1, 1, 1, 0, 1, 0, 1) ·
(−1)
+FBECA(1, 1, 1, 0, 1, 1, 0) ·
(−2 + (17− 5
2




































− d)z + ( 4
d−2
− d)z2)




d+ (−3 + d)z)
+FBECA(1, 1, 1, 1, 1,−1, 0)·
(−1)












+FBECA(1, 1, 1, 1, 1, 1, 0) ·
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mit z = M2/Q2. In den Ergebnissen der skalaren Integrale sind alle ε-Pole und
alle Logarithmen angegeben, es fehlt die nichtlogarithmische, in d = 4 Dimensionen
endliche Konstante. Nur skalare Integrale, die einen solchen Beitrag liefern, sind
aufgelistet:
FBECA(−1, 1, 1, 0, 1, 1, 0) = − 18ε2 − 716ε − 18L+ 18L2 ,
FBECA(−1, 1, 1, 1, 1, 1, 0) = 12ε2 + 32ε − 32L2 + 13L3 + L(3 + 13π2) ,
FBECA(−1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) = 14ε2 + 58ε − 134 L+ 34L2 ,


















FBECA(0, 1, 1,−1, 1, 1, 0) = 18ε2 + 716ε + 18L − 18L2 ,











+ L − 1
2
L2 ,















+ L − 1
2
L2 ,






















FBECA(0, 1, 1, 1, 1, 1, 0) = − 112L4 − 16π2L2 + 23ζ3L ,
FBECA(0, 1, 1, 1, 1, 1, 1) = L2 − 13L3 + L(−2− 13π2) ,










FBECA(1,−1, 0, 1, 1, 1, 0) = − 14ε2 − 78ε ,
FBECA(1,−1, 1, 1, 0, 1, 0) = − 14ε2 − 98ε ,










































FBECA(1, 1,−1, 0, 1, 1, 0) = − 18ε2 + (− 916 + 14L)1ε + 98L − 14L2 ,
FBECA(1, 1,−1, 1, 1, 1, 0) = (−12 + 12L)1ε + 52L − 12L2 ,
FBECA(1, 1, 0,−1, 1, 1, 0) = 14ε2 + (98 − 12L)1ε − 94L+ 12L2 ,







− 5L+ L2 ,
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FBECA(1, 1, 1,−1, 0, 1, 0) = 14ε2 + (118 − 12L)1ε − 114 L+ 12L2 ,
FBECA(1, 1, 1,−1, 1, 0, 0) = 12ε2 + (32 − 12L)1ε − 32L+ 14L2 ,
FBECA(1, 1, 1,−1, 1, 1, 0) = 12ε2 + 32ε − 12L2 + L(1− 16π2) ,
FBECA(1, 1, 1,−1, 1, 1, 1) = 14ε2 + 98ε − 14L2 + L(34 − 16π2) ,
FBECA(1, 1, 1, 0,−1, 1, 0) = 18ε2 + ( 916 − 14L)1ε − 98L+ 14L2 ,







− 5L+ L2 ,




































FBECA(1, 1, 1, 0, 1, 1, 0) = − 112π2L2 − ζ3L ,
FBECA(1, 1, 1, 0, 1, 1, 1) = L2(12 − 112π2) + L(−2 + 16π2 − ζ3) ,
FBECA(1, 1, 1, 0, 1, 1, 2) = L2(58 − 112π2) + L(−52 + 14π2 − ζ3) ,
FBECA(1, 1, 1, 1,−1, 1, 0) = (12 − 12L)1ε − 3L+ 34L2 ,
FBECA(1, 1, 1, 1, 0, 1, 0) = −L2 + 12L3 + (−12L2 − 13π2)1ε ,
FBECA(1, 1, 1, 1, 0, 1, 1) = −52L+ 14L3 + (12 − 12L− 14L2 − 16π2)1ε ,
FBECA(1, 1, 1, 1, 1,−1, 0) = 1ε2 + (52 − 12L)1ε − 54L+ 14L2 ,
FBECA(1, 1, 1, 1, 1, 0, 0) = −12L2 + 16L3 − 16π2L+ (−12L2 − 13π2)1ε ,
FBECA(1, 1, 1, 1, 1, 0, 1) = −38L2 + 112L3 − 112π2L+ (−14L2 − 16π2)1ε . (D.14)
D.2.2 Nichtabelsche Selbstenergiekorrektur mit
T1-Topologie



























+B0T1CA(1, 1,−1, 1, 1)·
(
(2− d)/y)
+B0T1CA(1, 1, 0, 0, 1) ·
(
(−2 + d)/y)
+B0T1CA(1, 1, 0, 1, 0) ·
(
(−2 + d)/y)
+B0T1CA(1, 1, 0, 1, 1) ·
(−2 + d+ (−4 + 2d)/y)
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+B0T1CA(1, 1, 1, 0, 1) ·
(−2 + d+ (4− 2d)/y)
+B0T1CA(1, 1, 1, 1, 0) ·
(
(2− d)/y)
+B0T1CA(1, 1, 1, 1, 1) ·















+B′T1CA(1, 1,−1, 1, 1)·
(
2− d)
+B′T1CA(1, 1, 0, 0, 1) ·
(−2 + d)
+B′T1CA(1, 1, 0, 1, 0) ·
(−2 + d)
+B′T1CA(1, 1, 0, 1, 1) ·
(−4 + 2d)
+B′T1CA(1, 1, 1, 0, 0) ·
(
2− d)
+B′T1CA(1, 1, 1, 0, 1) ·
(
4− 2d)
+B′T1CA(1, 1, 1, 1, 0) ·
(
2− d)







mit y = p2/M2. Im Gesamtergebnis fallen die Pole in y heraus. Ergebnisse der
skalaren Integrale bis O(ε−1) (nur nichtverschwindende Beitra¨ge):












B0T1CA(1, 1,−1, 1, 1) = 32ε2 + 72ε ,






























B′T1CA(1, 1,−1, 1, 1) = 14ε2 + 138ε ,
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D.2.3 Vertexdiagramme mit Eichboson- oder Geistschleife
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Die Ergebnisse der skalaren Integrale sind bis auf die nichtlogarithmische Konstante
in O(ε0) angegeben (nur nichtverschwindende Beitra¨ge):
FWc(0, 0, 2, 1,−1, 2) = −1ε ,
FWc(0, 0, 2, 1, 0, 1) = −1ε ,






FWc(0, 0, 2, 1, 1, 1) = −1ε/z ,
FWc(1, 0, 2, 1,−1, 1) = −1ε ,
FWc(1, 0, 2, 1, 0, 0) = −1ε ,
FWc(1, 0, 2, 1, 1,−1) = 12ε2 + 12ε ,
FWc(1, 0, 2, 1, 1, 0) = −1ε/z ,
FWc(1, 1, 2, 1,−1, 1) = L+ L1ε ,
FWc(1, 1, 2, 1, 0, 0) = L+ L1ε ,
FWc(1, 1, 2, 1, 1,−3) = 14ε2 + (98 − 12L)1ε − 94L+ 12L2 ,
FWc(1, 1, 2, 1, 1,−2) = 12ε2 + (52 −L)1ε − 5L+ L2 ,


















Bei den drei Integralen, die proportional zu 1/z = Q2/M2 sind, wird dieser Pol
in M2 durch den jeweiligen Vorfaktor in der Zerlegung (D.17) geku¨rzt.
D.2.4 Selbstenergiekorrekturen mit Eichboson- oder
Geistschleife
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mit y = p2/M2. Im Gesamtergebnis fallen die Pole in y heraus. Ergebnisse der
skalaren Integrale bis O(ε−1) (nur nichtverschwindende Beitra¨ge):
B0Wc(−1, 2, 1,−1, 2) = 1ε2 + 1ε ,
B0Wc(−1, 2, 1, 0, 1) = 1ε2 + 1ε ,
B0Wc(−1, 2, 1, 1, 0) = 2ε2 + 5ε ,
B0Wc(−1, 2, 1, 1, 1) = 12ε2 + 12ε ,
B0Wc(0, 2, 1,−1, 1) = 1ε2 + 1ε ,
B0Wc(0, 2, 1,−1, 2) = −1ε ,






B0Wc(0, 2, 1, 0, 1) = −1ε ,
B0Wc(0, 2, 1, 1,−1) = 2ε2 + 5ε ,






B0Wc(0, 2, 1, 1, 1) = −1ε ,
B0Wc(1, 2, 1,−1, 0) = 1ε2 + 1ε ,
B0Wc(1, 2, 1,−1, 1) = −1ε ,
B0Wc(1, 2, 1, 0,−1) = 1ε2 + 1ε ,
B0Wc(1, 2, 1, 0, 0) = −1ε ,
B0Wc(1, 2, 1, 1,−2) = 2ε2 + 5ε ,
B0Wc(1, 2, 1, 1,−1) = 12ε2 + 12ε ,
B0Wc(1, 2, 1, 1, 0) = −1ε ,
B′Wc(−1, 2, 1,−1, 2) = −1ε ,
B′Wc(−1, 2, 1, 0, 1) = −1ε ,
B′Wc(−1, 2, 1, 1, 0) = 12ε2 + 12ε ,
B′Wc(−1, 2, 1, 1, 1) = −1ε ,
B′Wc(1, 2, 1, 1,−2) = 14ε . (D.20)
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D.2.5 Vertexdiagramme mit Higgs- und Goldstone-Bosonen
Zerlegung der Vertexdiagramme mit Higgs- und Goldstone-Bosonen in skalare Inte-


















+FWc(1, 0, 2, 1, 1,−1)·
(−3z)
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Die Ergebnisse der skalaren Integrale sind aus Gl. (D.18) bekannt.
D.2.6 Selbstenergiekorrekturen mit Higgs- und
Goldstone-Bosonen
Zerlegung der Selbstenergiediagramme mit Higgs- und Goldstone-Bosonen in skalare
Integrale B0Wc und B
′
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Die Ergebnisse der skalaren Integrale sind aus Gl. (D.20) bekannt.
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